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Wstep

Rozwdj wspotczesnej teorii ryzyka wiaze sie z potrzeba kwantyfikacji i kon-
troli ryzyka instytucji w tym sensie, by zapewni¢ odpowiednie zabezpiecze-
nie kapitatowe z tytutu poszczegdlnych rodzajéw ryzyka oraz chronié¢ przed
utratg pltynnosci. Z tego wzgledu aktualne badania z zakresu zarzgdzania
ryzykiem rynkowym koncentrujg sie na miarach zagrozenia, ktorych kon-
strukcja ma na celu oszacowanie potencjalnej wielkosci straty, zwiazanej ze
zmianami cen rynkowych. Dynamiczny rozwoj statystycznych metod oceny
ryzyka rynkowego, w szczegdlno$ci metod bazujacych na koncepcji pomiaru
zagrozenia, nastapit poczawszy od lat dziewieédziesigtych ubiegtego wieku.
Punktem przetomowym bylo wprowadzenie miary VaR (wartosé zagrozona,
ang. value-at-risk) przez JP Morgan w 1994 roku [JP Morgan 1994]. W $wie-
tle praktyki rynkowej, na przestrzeni dwéch ostatnich dekad VaR stala sie
najpopularniejszg miara ryzyka rynkowego, stanowiagcg filar wspélczesnej
koncepcji pomiaru ryzyka réwniez w szerszym znaczeniu np. kredytowego
lub operacyjnego. Modele VaR powszechnie uzywane sa przez miedzynaro-
dowe instytucje finansowe oraz znajduja umocowanie w zaleceniach opraco-
wywanych przez banki centralne oraz instytucje nadzorcze zajmujace sie za-
rzadzaniem rykiem [Basel Committee on Banking Supervision 1996, 2005a,
2005b).

Ze wzgledu na rosnaca popularnosdé, koncepcja VaR stata si¢ impulsem do
rozwoju nowych miar ryzyka, opartych na idei pomiaru zagrozenia. Poczaw-
szy od konca ubieglego stulecia, stworzone zostaly podwaliny aksjomatycznej
teorii ryzyka i wprowadzona zostata definicja miary koherentnej. Za gtéwne
uzupelnienie VaR uznaje sie koherentng miare ES (oczekiwanego niedoboru,
ang. expected shortfall), ktorej celem jest informowanie o oczekiwanym roz-
miarze straty w sytuacji przekroczenia VaR. Od 2012 roku ES stanowi pod-
stawe systemoéw zarzadzania ryzykiem w Swietle zalecen miedzynarodowego
nadzoru bankowego [Basel Committee on Banking Supervision 2012-2016].
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Szybki rozwdj metod zwiazanych z estymacja modeli opartych na mierze
VaR, powstanie modeli ES oraz ich coraz szersze zastosowanie wywolujg po-
trzebe tworzenia nowych jak réwniez usystematyzowania i oceny istniejacych
procedur weryfikacji modeli ryzyka. Réznorodnosé technik opartych na kon-
cepcjach VaR i ES przesadza o konieczno$ci stosowania uniwersalnych metod
wnioskowania statystycznego, pozwalajgcych na obiektywng ocene konku-
rencyjnych modeli. Ze wzgledu na brak obserwowalnosci realizacji VaR i ES
ocena modeli ryzyka nie moze opierac si¢ typowych metodach, poréwnujacych
realizacje zmiennych ex-post z warto$ciami prognoz dokonywanych ex-ante.
Konieczne jest konstruowanie testéw statystycznych z wykorzystaniem pro-
ceséw zawierajacych informacje o nieobserwowalnej zmiennej, np. w oparciu
o poréwnanie prognoz ryzyka i zrealizowanego ciagu wartosci stopy zwrotu.

W rozwoju literatury po$wieconej statystycznym metodom oceny modeli
opartych na mierze VaR mozna wyrdzni¢ trzy nurty badawcze. Historycz-
nie najstarsze podejscie, oparte na porownywaniu procesu przekroczen VaR
z procesem Bernoulliego, sprawdza hipoteze mowigca, ze udziat przekroczen
w prébie powinien korespondowaé z zalozonym poziomem tolerancji [Kupiec
1995]. Jako rozwiniecie testu Kupca, zaproponowano metode badania nieza-
leznosci przekroczen VaR, oparta na warunkowym rozktadzie prawdopodo-
bienstwa, uwzgledniajaca systematyczny naptyw nowych informacji w kolej-
nych okresach [Christoffersen 1998]. Rozszerzeniem tego nurtu badan byty
testy posiadajace zdolno$¢ wykrywania bardziej ztozonych form zalezno$ci
niz autokorelacja pierwszego rzedu. W dynamicznym te$cie kwantylowym,
do oceny autokorelacji miedzy wyjatkami VaR, zastosowano liniowy model
autoregresji [Engle i Manganelli 2004]. W celu sprawdzania procesu wyjatkéw
VaR pod katem autokorelacji dowolnego rzedu, zaproponowano wykorzysta-
nie klasycznych testéw opartych na statystyce Persona [Wang 2010], wspét-
czynnikach autokorelacji réznych rzedéw [Berkowitz, Christoffersen i Pelle-
tier 2011] oraz innowacyjnych w naukach ekonomicznych testéw opartych na
funkcji gestosci spektralnej [Berkowitz, Christoffersen i Pelletier 2011].

Inny kierunek badan nad weryfikacja modeli VaR obejmuje tzw. testy
odlegtoéci miedzy przekroczeniami. Koncepcja wykorzystania procesu odle-
glodci wywodzi si¢ z testu TUFF (ang. time-until-first-failure), w ktérym
odwrotno$¢ czasu do pierwszego wyjatku VaR wykorzystana zostata jako
oszacowanie prawdopodobienstwa sukcesu w procesie Bernoulliego [Kupiec
1995]. W uogdlnionej wersji testu zaproponowano wykorzystanie wszyst-
kich dostepnych odlegtosci miedzy wyjatkami [Haas 2001]. Transformacja
procesu wyjatkow w proces odlegtosci umozliwita badanie zaleznosci miedzy
kolejnymi przekroczeniami VaR z wykorzystaniem wtasnosci rozktadéw geo-
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metrycznego i wyktadniczego. W ramach tego nurtu badan zaproponowano
podejscie regresyjne ze sktadnikiem losowym o rozkladzie wyktadniczym [En-
gle i Russel 1998] oraz test restrykeji parametru rodziny rozktadéw, obejmu-
jacych rozktad wykladniczy [Christoffrsen i Pelletier 2004].

Trzecia grupa testow VaR wiaze si¢ z badaniem zgodnosci funkcji ge-
stosci stopy zwrotu. W przeciwienstwie do testow weryfikujacych modele
VaR dla jednego poziomu tolerancji, przyjeto zatozenie, ze empiryczne per-
centyle odpowiadajace prognozom VaR na wszystkich poziomach tolerancji
powinny by¢ niezalezne i réwnomiernie roztozone, co umozliwito wykorzy-
stanie wiekszej iloci informacji z préby [Crnkovic i Drachman 1995, 1996].
W péiniejszej literaturze opracowano uzupetnienie formalnej procedury te-
stowania zgodnosci rozktadéw za pomoca analizy graficznej [Diebold, Gun-
ther i Tay 1998]. Podejmujac problem duzego rozmiaru préby, wymaganego
do przeprowadzenia nieparametrycznych procedur testowania zgodnoéci, za-
proponowano transformacje empirycznego szeregu czasowego, pozwalajacg na
skonstruowanie testu parametrycznego [Berkowitz 2001]. W odpowiedzi na
zarzut jednakowego traktowania percentyli ze srodka rozktadu jak i ogonow,
powstaly modyfikacje testéw zgodnosci, pozwalajace na wybor obszaru funk-
cji gestodci. Zaproponowano wielowymiarowe rozwiniecie testu niezaleznosci
VaR, oparte na wspotczynnikach autokorelacji, ktore umozliwito jednoczesne
testowanie modelu VaR dla wielu, dowolnie ustalonych pozioméw tolerancji
[Hurlin i Tokpavi 2007].

W zwiazku z opracowaniem aksjomatycznej definicji ryzyka [Artzner et
al. 1999] oraz wprowadzeniem koherentnej miary ES [Acerbi, Nordio i Sir-
tori 2001], powstaly propozycje procedur, weryfikujacych modele oparte na
miarach koherentnych. Zaproponowano podejécie oparte na tzw. resztach
z procesu przekroczen w potaczeniu z wykorzystaniem metod bootstrapowych
[McNeil i Frey 2000]. Poprzez zastosowanie ucigtego rozktadu normalnego,
wprowadzono test ES skonstruowany na zasadzie badania rozbieznosci mie-
dzy ogonami rozkladéw [Berkowitz 2001]. Omijajac problem nieznajomosci
parametrycznej postaci ogona stopy zwrotu, zaproponowano test ES, wy-
korzystujacy technike punktu siodlowego, w ktorym przyblizone p-wartosci
wyznaczane sg w oparciu o rozwiniecie funkcji generujacej momenty w sze-
reg Taylora [Wong 2008]. W §lad za regresyjnymi testami VaR, opracowano
statystyke testows dla modelu ES, oparta na badaniu istotnosci regresji linio-
wej [Christoffersen 2012]. Jednak ze wzgledu na brak znajomosci rozktadéw
statystyk opartych na skrajnych obserwacjach testowanie ES wcigz pozostaje
tematem dyskusyjnym [np. Carver 2013, Carver 2014, Hull i White 2014].
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7 tego wzgledu, mimo powszechnej akceptacji tej miary, procedury weryfika-
cji BS nie zostaly wlaczone do zalecenn nadzoru bankowego w ramach Basel
III [Basel Committee on Banking Supervision 2016].

Celem pracy bylo poréwnanie wlasnosci statystycznych testéw stosowa-
nych do oceny modeli ryzyka rynkowego oraz przedstawienie propozycji no-
wych lub zmodyfikowanych testéw. Zgodnie ze wspdlczesng teorig pomiaru
ryzyka badanie koncentrowato si¢ na miarach zagrozenia VaR i ES. Punktem
wyjscia do oceny wilasnosci statystycznych testow byto sformutowanie uza-
sadnionych ekonomicznie kryteriéw oceny modelu ryzyka. Okreslone zostaty
postulaty decydujace o uznaniu model za dobry. Kryteria oceny modelu prze-
tozono nastepnie na jezyk mozliwych do testowania hipotez statystycznych.
Analize poréwnawczg poprzedzono prezentacja aktualnych badan teoretycz-
nych zwigzanych z okreéleniem miary ryzyka oraz kompleksowym przegladem
procedur testowych VaR i ES. Wskazano modyfikacje, dzieki ktéorym mozna
uzyskac¢ wiekszg doktadno$é lub poprawe mocy oraz przedstawiono nowe pro-
pozycje testowania modeli ryzyka. Poréwnanie teoretycznych wlasnosci te-
stéw zostato uzupelione analizg poréwnawczg wynikéw badania empirycz-
nego, dotyczacego indekséw rynkéw kapitatowych i towarowych.

Uwzglednienie aktualnych potrzeb rynkowych oraz najnowszych zalecen
miedzynarodowego nadzoru bankowego wymaga testowania VaR na dwoch,
niskich poziomach tolerancji. W pracy zaproponowano test, ktérego prze-
waga w stosunku do standardowych procedur jest okreslonos¢ — zatem mozli-
wos¢ bezposredniego stosowania — w przypadku szeregu, w ktérym nie zaob-
serwowano zadnego przekroczenia VaR. Ma to praktyczne znaczenie przy te-
stowaniu VaR przy skrajnych poziomach tolerancji, zalecanych obecnie przez
Komitet Bazylejski. Ponadto analize testéw VaR uzupetniono propozycja te-
stu wielowymiarowego, co pozwolilo na jednoczesne testowanie modelu dla
wielu pozioméw tolerancji z zachowaniem pelnej kontroli btedu pierwszego
rodzaju. Drzieki wielowymiarowemu podejsciu wykorzystano wiekszg ilog¢
informacji z proby oraz zapewniono elastyczno$é w zarzgdzaniu ryzykiem,
polegajaca na mozliwosci dostosowania testowanego obszaru rozktadu do po-
trzeb analizy.

W poréwnaniu z weryfikacja modeli VaR, testowanie modeli ES jest za-
daniem bardziej wymagajacym z punktu widzenia teorii statystyki, ze wzgledu
na nieznajomos¢ odpowiednich rozktadow statystyk testowych z préby. W tym
kontekscie przedstawiono mozliwos$¢ uzupetnienia testéw korzystajacych z roz-
ktadow asymptotycznych testem bootstrapowym oraz testem, w ktérym przy-
blizone p-wartosci wyznaczane sg w oparciu o rozwiniecie funkcji generujacej
momenty w szereg Taylora. Zaproponowano przeprowadzenie standaryza-
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¢ji zmiennej objasnianej w tedcie regresyjnym E S, co umozliwito uzyskanie
przyblizonej stacjonarnosci sktadnika losowego.

Kluczowsa czescia pracy bylo przeprowadzenie oceny i poréwnania roz-
wazanych testéw pod katem rozmiaru i mocy. Gtéwne problemy metodo-
logiczne wiazaly sie¢ z nieznajomoscia doktadnych rozktadow statystyk te-
stowych oraz projektowaniem odpowiednich eksperymentéw symulacyjnych.
Przy ocenie mocy, ze wzgledu na brak analitycznej postaci rozktadu statystyk
testowych dla prob skoriczonych, wykorzystano technike zrandomizowanego
testu Monte Carlo, gwarantujacg zachowanie zatozonego rozmiaru. Dzieki
temu osiggnieto poréwnywalno$é¢ ocen mocy rozwazanych testéw. W obszer-
nym badaniu symulacyjnym, poza typowymi eksperymentami opartymi na
procesie GARC H, zaproponowano wykorzystanie réznych schematéow gene-
rowania danych cechujgcych sie okreslong strukturg autokorelacji. Propozy-
cje eksperymentéw zostaty dobrane w taki sposob by reprezentowaly zjawisko
gromadzenia wariancji, uznawane za gtéwny problem zwigzany z kontrolg ry-
zyka rynkowego. W tym celu wykorzystano procesy BGAR, BGMA i proces
Markowa. Praca stanowi zatem rozwiniecie dotychczasowych analiz mocy te-
stow VaR i ES, obejmujace wigkszg klase proceséw ekonomicznych niz weze-
$niejsze badania, odnoszace sie gtéwnie do danych finansowych.

W wyniku analizy rozmiaru i mocy, wytoniono grupy testéw gwarantujace
najwyzszy stopien kontroli nad btedem pierwszego rodzaju oraz cechujace sie
wyzszg niz w innych grupach skutecznoéciag wykrywania autokorelacji prze-
kroczen VaR oraz btednych modeli ES. Wnioski dotyczace oceny proponowa-
nych testéw statystycznych zostaly wykorzystane nastepnie w czedci empi-
rycznej, stanowigcej czwarty rozdziat pracy. Wykorzystujac cztery rzeczywi-
ste szeregi czasowe, pochodzace z rynku finansowego i towarowego, przedsta-
wiono przykiad zastosowania wybranych procedur testowych do oceny kon-
kurencyjnych modeli ryzyka.

Praca sktada sie z czterech rozdzialow. Pierwszy rozdzial poswiecony
zostal wprowadzeniu poje¢ wykorzystywanych w dalszej czesci pracy, omo-
wieniu aksjomatycznej definicji ryzyka oraz sformutowaniu ekonomiczne uza-
sadnionych kryteriéw oceny modeli ryzyka rynkowego. W drugim rozdziale
zebrano dotychczasowe wnioski dotyczgce metod weryfikacji hipotez doty-
czacych modeli VaR i ES, wskazano mozliwe modyfikacje oraz uzupetliono
o nowe propozycje. Rozdzial trzeci poswiecony zostal analizie poréwnaw-
czej rozmiaru i mocy rozwazanych testow statystycznych. Czwarty rozdzial
pracy objat badanie empiryczne, wykorzystujace wnioski z wezeéniejszych jej
czesci oraz stanowigce ilustracje zastosowania oméwionych wezeéniej metod
wnioskowania statystycznego.






Rozdziat 1

Pojecie i statystyczna ocena
ryzyka rynkowego

Metody zwiazane z ocena ryzyka rynkowego zajmujg obszerne miejsce w lite-
raturze z zakresu ekonomii. Szeroka dyskusja odnoszaca sie do jego pomiaru
oraz kontroli wywotana zostala przez zmiany $wiatowej gospodarki, ktére,
poczawszy od lat 70-tych XX wieku, spowodowaly skokowy wzrost zmien-
nosci cen na rynku walutowym, kapitalowym i towarowym. Wzrost ryzyka
rynkowego spowodowal, ze wczesniej wykorzystywane metody jego analizy
staly si¢ niewystarczajace. Zrodzito to potrzebe opracowania catych syste-
méw analizy i zarzadzania ryzykiem, a co za tym idzie réwniez odpowiednich
miar, ktore pozwalatyby na ocene ryzyka pozycji zajmowanych w réznych
instrumentach finansowych a nawet réznych rodzajéow ryzyka. Od pierw-
szej potowy lat 90-tych, za podstawowa miare ryzyka rynkowego uznawana
jest miara VaR, definiowana jako kwantyl rozkladu straty lub stopy zwrotu.
W slad za rozwojem aksjomatycznej teorii ryzyka na przelomie XX i XXI
wieku, powstaly nowe propozycje miar, nazwanych miarami koherentnymi.
Za gltéowne uzupelnienie miary VaR uznaje si¢ miare koherentng ES, infor-
mujacg o oczekiwanym rozmiarze straty w sytuacji ekstremalnych wahan na
rynku.

W niniejszym rozdziale wprowadzono pojecie ryzyka rynkowego, przed-
stawiono jego rodzaje oraz przytoczono podstawowe fakty dotyczace ewolucji
tego pojecia. W dalszej czedci rozdziatu zaprezentowano definicje miar VaR,
ES oraz innych miar powstatych na gruncie aksjomatycznej teorii ryzyka.
Wprowadzono proces wyjatkéw VaR, stanowiacy podstawe oceny modeli ry-
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zyka. Zagadnienia zwigzane z przedstawieniem powyzszych definicji zakon-
czono sformutowaniem ekonomicznie uzasadnionych kryteriéw oceny modeli
VaR i ES. Kryteria te przetozono na jezyk hipotez statystycznych, co stano-
wito punkt wyjscia do rozwazan zwiagzanych z testowaniem modeli ryzyka,
zawartych w kolejnych rozdziatach pracy.

1.1. Ryzyko rynkowe i jego rodzaje

1.1.1. Wprowadzenie pojecia ryzyka rynkowego

Ryzyko rynkowe okresla sie w literaturze jako ryzyko wynikajace ze zmian
cen rynkowych, przy czym cena rynkowa rozumiana jest jako jedna z czte-
rech kategorii: cena towaru, stopa procentowa, kurs walutowy lub kurs akcji.
Wrzrost zainteresowania ryzykiem rynkowym w naukach ekonomicznych na-
stapil w latach 70-tych ubieglego wieku, wraz z szokowymi zmianami éwcze-
snej gospodarki jak m.in. krach systemu z Bretton Woods, pierwszy kryzys
naftowy oraz deregulacja stop procentowych w Stanach Zjednoczonych i in-
nych krajach.

Ustalone w 1944 roku w Bretton Woods zasady okreslaty sposob funkcjo-
nowania miedzynarodowego systemu walutowego do 1971 roku. System ten
byt oparty na obowigzku utrzymywania przez panstwa statych kursow wa-
lutowych, ktére posiadaty parytet okreslony w dolarach amerykanskich lub
ztocie. Zawieszenie w 1971 roku przez Rezerwe Federalng wymienialnosci do-
laréw na ztoto spowodowato destrukcje zasad z Bretton Woods. State kursy
walutowe zostaly zastgpione systemem kurséw ptynnych, co doprowadzito do
gwaltownego wzrostu ryzyka walutowego.

Drugim znaczacym czynnikiem wzrostu ryzyka rynkowego na rynku swia-
towym byla rezygnacja przez Stany Zjednoczone w latach 70-tych ubiegtego
stulecia z odgérnego limitowania wysokosci oprocentowania oferowanego przez
banki, ze wzgledu na niekorzystny wptyw takiej regulacji na konkurencyjnosé
sektora bankowego. Dalo to poczatek konkurencji cenowej miedzy bankami
oraz znacznym wahaniom stopy procentowej, uzaleznionym od zmian stopy
dyskontowej oferowanej przez Rezerwe Federalng. Efektem byl wzrost ryzyka
zwigzanego ze stopa procentows.

Kryzys naftowy roku 1973 byt kolejnym czynnikiem wzrostu ryzyka ryn-
kowego. Konflikty na Bliskim Wschodzie doprowadzity do zakazu eksportu
ropy naftowej przez kraje OPEC do Stanéw Zjednoczonych oraz do cztero-
krotnego wzrostu cen ropy naftowej w ciggu kilku miesiecy. Konsekwencja
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tych wydarzen, jak rowniez drugiego kryzysu naftowego z lat 1978-80, byty
duze wahania cen na rynkach towarowych.

Rezultatem zmian na rynku swiatowym, ktore doprowadzity do nasile-
nia ryzyka rynkowego, byt trend do zaostrzania wymogéw nadzoru banko-
wego. Ewolucja ryzyka rynkowego byta zwigzana z przemianami w sektorze
bankowym, gdzie ostrzejsze wymogi dotyczace proporcji kapitatéw wtasnych
do obcych wymusity ograniczenie akcji depozytowo-kredytowej. Zrodzito to
wieksze oczekiwania dotyczace zysku przy tej samej skali prowadzonej dzia-
talnoéci. Efektem zmian w $wiatowym systemie gospodarczo-finansowym
bylo przeksztatcenie gtéwnego profilu dziatalnosci bankowej z dziatalnosci
kredytowej w kierunku dziatalnoéci handlowej, polegajacej na nabywaniu in-
strumentéw finansowych w celu osiggniecia zyskéw spowodowanych zmianami
cen tych instrumentéw.

Zmienno$¢ warunkéw gospodarowania, bedaca skutkiem przemian lat
70-tych, stanowita bodziec dla rynku finansowego do rozwijania oferty pro-
duktowej nakierowanej na hedging badz spekulacje na ryzyku rynkowym.
Dalsza ewolucja ryzyka rynkowego zwiazana byta z rozwojem rynkow in-
strumentow pochodnych. Rozwéj oferty instrumentéow finansowych, ktérych
pierwotnym celem bylo ograniczanie ryzyka, umozliwit podejmowanie ryzyka
w celach spekulacyjnych.

Definicje ryzyka rynkowego wystepujace w literaturze w sposoéb jedno-
znaczny okredlajg jego zrédto jako zmiany cen rynkowych, natomiast nie za-
wsze sa zgodne co do zakresu pojeciowego tej kategorii. Definicja Komitetu
Bazylejskiego! méwi, ze ryzyko rynkowe jest to ,ryzyko strat na pozycjach
bilansowych i pozabilansowych wynikajacych ze zmian cen rynkowych” [Ba-
sel Committee on Banking Supervision 1996, 2005a, 2005b]. Wedtug innej
klasyfikacji rodzajow ryzyka, wystepujacej w literaturze, okreélane jest jako
,Iryzyko straty w wyniku zmiany wartosci aktywéw bedacych przedmiotem
obrotu i znajdujacych sie w posiadaniu przedsigbiorstwa” [Tarczynski i Moj-
siewicz 2001, s. 20]. W terminologii bankowej ,ryzyko ceny jest ryzykiem
wystapienia niekorzystnych zmian ceny rynkowej w czasie, gdy bank zajmuje
spekulacyjng lub zwigzang z obstugg klienta pozycje netto w towarach, sto-
pach procentowych czy tez zmiennosci implikowanej w opcjach” [Riehl 2001,
s. 42].

Pomiedzy pierwsza a druga definicjg wystepuje réznica dotyczaca przed-
miotu, ktéry narazony jest na ryzyko rynkowe, ujmowanego jako pozycje

! Miedzynarodowy organ dzialajacy przy Banku Rozliczen Miedzynarodowych, zaj-
mujacy sie opracowywaniem standardéw nadzoru bankowego.
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bilansowe i pozabilansowe lub aktywa przedsiebiorstwa. Komitet Bazylejski
okresla wigc przedmiot ryzyka bardziej ogélnie. Stwierdzenie, ze na ryzyko
rynkowe narazone sg aktywa wyjmuje spod rozwazan pasywa oraz pozycje
pozabilansowe. Ponadto wedlug drugiej definicji przedmiotem rozwazan sa
jedynie aktywa przeznaczone do obrotu oraz znajdujace sie w posiadaniu
przedsiebiorstwa, czyli tzw. portfel handlowy. Portfel handlowy obejmuje
pozycje przeznaczone do odsprzedazy, otwierane z zamiarem uzyskania krot-
koterminowych korzysci ptynacych z aktualnych lub spodziewanych réznic
pomiedzy cenami kupna i sprzedazy. Nieuwzgledniony w definicji portfel
lokacyjny tworza pozycje otwierane z zamiarem przetrzymania do terminu
platnoéci oraz czerpania do tego czasu korzysci w postaci odsetek. Gioéw-
nymi pozycjami na kontach lokacyjnych sa niezbywalne instrumenty oparte
na stopie procentowej (kredyty i depozyty). Dotychczasowe regulacje Ko-
mitetu Bazylejskiego naktadajace obciazenia kapitatowe z tytutlu podejmo-
wanego ryzyka rynkowego odnosilty si¢ wytacznie do portfela handlowego,
jednak definicja Komitetu traktuje ryzyko to w sposéb szeroki, z uwzglednie-
niem portfela lokacyjnego.

W trzeciej przytoczonej definicji znajduje si¢ odwotanie do przyczyn ry-
zyka rynkowego oraz podkreslone zostajg pozycje netto w towarach, stopach
procentowych czy tez zmiennosci implikowanej w opcjach jako warunek ko-
nieczny wystapienia tego ryzyka. Ryzyko rynkowe nazwane zostaje ryzykiem
ceny, co odzwierciedla fakt, ze wszystkie Zrodta tego ryzyka — stopy procen-
towe, kursy akcji, kursy walut, ceny towaréw — sg cenami rynkowymi.

1.1.2. Rodzaje ryzyka rynkowego

Odnoszac si¢ do zrodet ryzyka rynkowego, wyrdznia sie cztery jego podkate-
gorie zwigzane z réznymi rodzajami cen [por. Jajuga, Jajuga 2011, s. 180]:

ryzyko stopy procentowej,

e ryzyko cen akcji,

ryzyko walutowe,

e ryzyko cen towardw.

Instrumentami stuzacymi do otwarcia pozycji w stopie procentowej sa, we-
dtug Komitetu Bazylejskiego, ,,wszystkie instrumenty dtuzne o statej i zmien-
nej stopie procentowej oraz instrumenty, ktore zachowuja sie podobnie do
nich.” Mozna wyr6znié trzy grupy takich instrumentéw [Basel Committee on
Banking Supervision 2005al:
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e niezbywalne aktywa/pasywa — depozyty lub kredyty,
e zbywalne aktywa/pasywa — dtuzne papiery wartosciowe,

e instrumenty pochodne oparte na stopie procentowej czyli:

walutowe lub procentowe transakcje forward,
— walutowe lub procentowe transakcje futures,
— swapy,

— opcje na jeden z powyzszych instrumentéw.

Przez ryzyko cen akcji rozumie sie ryzyko wynikajace ze zmian ich kur-
sow. Pojecie to odnosi sie takze do innych instrumentéw kapitatowych, ktére
sg podobne do akcji w tym sensie, ze ich ceny ksztaltuja sie w oparciu o te
same mechanizmy. Pojecie ryzyka rynkowego obejmuje wytacznie ryzyko sys-
tematyczne, ktére wynika z ogélnej tendencji spadkowej lub wzrostowej na
rynku instrumentéw kapitatowych, nie dotyczy natomiast ryzyka emitenta,
inaczej kredytowego lub specyficznego, ktére polega na tym, ze cena akcji
moze spa$¢ na skutek czynnikéw zwiazanych z danym emitentem (np. za-
ostrzenie konkurencji w branzy, wadliwe zarzadzanie i inne). W przypadku
ryzyka specyficznego potencjalne zagrozenie dotyczy tylko okreslonego typu
akcji i mozna sie go pozby¢ przez doboér wiarygodnych emitentow oraz dywer-
syfikacje portfela — jest to przedmiot badan teorii portfela. Ryzyko rynkowe
powstaje poprzez otwarcie pozycji w instrumentach, ktore wykazuja zacho-
wanie rynkowe podobne do akcji, do ktérych w szczegblnosci zalicza sie [Basel
Committee on Banking Supervision 2005a]:

e akcje zwyktle bez wzgledu na prawo gtosu,
e zamienne papiery warto$ciowe, ktére zachowujq sie podobnie jak akcje,
e zobowigzania do nabycia lub sprzedazy akcyjnych papieréw wartosciowych,

e instrumenty pochodne oparte na akcjach:

— kontrakty forward na akcje lub indeksy,
— kontrakty futures na akcje lub indeksy,
— opcje na akcje lub indeksy.

Ryzyko walutowe odnosi sie do zmian wartosci otwartych pozycji przed-
siebiorstwa, zachodzacych na skutek wahan kurséw walut. Do otwierania
pozycji walutowych moze stuzy¢ kazdy rodzaj aktywow, pasywéw czy tez
pozycji pozabilansowych, ktéry denominowany jest w walucie obcej [Basel
Committee on Banking Supervision 2005a]:
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e pozycje spot bilansu (wszystkie pozycje aktywéw oraz wszystkie pozycje
pasywéw denominowane w walucie obcej),

e pozycje terminowe (terminowe transakcje zwiazane z walutami np. dtugo-
terminowe kontrakty na nabycie Srodkéw trwatych denominowane w walu-
cie obcej, walutowe kontrakty forward i futures),

e transakcje, ktére nie zostaly jeszcze zafakturowane,

e przyszte transakcje, ktore pojawia sie jesli dojdzie do zaplanowanej dzia-
talnosci,

e przyszte transakcje, ktoére moga sie pojawi¢ w okreslonych warunkach
w przyszlosci (np. wynikajace z wygrania przetargu lub udzielenia gwa-
rancji).

Towar jest czwarta kategoria, ktéra moze shuzy¢ podejmowaniu ryzyka
rynkowego. Wedtug definicji Komitetu Bazylejskiego: towar jest to ,fizyczny
produkt, ktéry jest w obrocie lub nadaje si¢ do niego na rynku wtérnym, np.
produkty rolne, surowce mineralne (wlacznie z ropa naftowa) oraz metale
szlachetne” [Basel Committee on Banking Supervision 2005a]. Ryzyko cen
dla przedsiebiorstw handlowych wynika ze zmian cen spot towaréw oraz z za-
wierania terminowych kontraktoéw na towary. Na rynkach towarowych zwykle
istnieja pewne konwencje regulujace obrét. Towary nabywane sa na zasadzie
kontraktéw biezacych, gdzie stosowane sa aktualne ceny rynkowe lub na ryn-
kach, gdzie typowe sg kontrakty dhugoterminowe, np. jednoroczne, a przy
ich podpisywaniu cena sprzedazy nie jest znana lecz ustalany jest sposéb jej
kalkulacji w przysztosci. Ceng referencyjng moze by¢ przyktadowo érednia
cena z danych notowan oficjalnych z okreslonego okresu (np. na rynku mie-
dzi). W przypadku podmiotéw handlowych podejmowanie ryzyka rynkowego
wynika z gtéwnego nurtu prowadzonej dziatalnoéci, natomiast celowe opera-
cje spekulacyjne na cenach towaréw prowadzone sg przez banki oraz inne
instytucje finansowe.

Niektérzy autorzy jako pigta kategorie ryzyka rynkowego wymieniajg ry-
zyko zmiennosci implikowanej w opcjach, co wiaze sie ze specyfikg gry ryn-
kowej podejmowanej za pomoca tego instrumentu. Wyrdznia sie dwa rodzaje
opcyjnych strategii spekulacyjnych:

e spekulacja na cenach instrumentéow bazowych,

e spekulacja na zmiennosci implikowanej.

Spekulacja na cenach instrumentéw bazowych moze stuzy¢ do podejmo-
wania kazdego z podstawowych rodzajéw ryzyka rynkowego — ryzyka stop
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procentowych, akcji, walut lub cen towaréw. Spekulacja na zmiennodci im-
plikowanej polega na podejmowaniu specyficznego rodzaju ryzyka zwigzanego
ze zmiennoscig cen. Poniewaz ryzyko zmiennosci cen nie klasyfikuje sie do
zadnej z powyzszych kategorii ryzyka, proponuje sie uznanie zmiennosci za
piata kategorie cen rynkowych [Riehl 2001, s. 72].

Zmiennosé cen instrumentu bazowego w okresie od nabycia opcji do mo-
mentu jej wygasniecia jest parametrem majacym wplyw na ustalanie ceny
opcji. Spekulacja na zmiennoéci implikowanej opiera sie na utrzymywaniu po-
zycji delta-neutralnej, czyli zabezpieczaniu sie przed niepozadanymi ruchami
cen instrumentéw bazowych i nie zaklada, ze spekulant jest w stanie przewi-
dzie¢ przyszte ksztattowanie sie cen instrumentu bazowego. Jesli zmiennosé
faktyczna od momentu zakupu do wygasniecia opcji jest réwna zmiennosci
zatozonej przy ustalaniu ceny, wéwczas premia otrzymana przez sprzedawce
doktadnie pokrywa koszt zabezpieczania sie przed niepozadanymi zmianami
cen instrumentu bazowego. 7 punktu widzenia nabywcy opcji, przychody
otrzymywane dzieki utrzymywaniu pozycji delta-neutralnej rownowaza koszt
w postaci zaptaconej premii. Gra na zmiennosci implikowanej polega zatem
na tym, ze spekulant przewiduje, ze faktyczna zmiennos¢ bedzie inna niz ta
zatozona przy ustalaniu premii. Poniewaz parametrem prognozowanym jest
zmienno$¢ instrumentu bazowego, przejmuje ona role ceny, ktorej zmiany sg
przedmiotem spekulacji w tradycyjnych transakcjach.

1.1.3. Metody kwantyfikacji ryzyka

Wyréznia sie trzy grupy miar ryzyka: miary wrazliwosci, zmiennoéci i za-
grozenia [por. Jajuga, Jajuga 2011, s. 182-192]. Miary wrazliwoéci kwan-
tyfikuja wplyw pewnych czynnikéw na inne. Do miar z tej grupy zalicza
sie wspotezynniki réwnan regresji budowanych w celu okreslenia korelacji
miedzy zmiennymi, co ma zastosowanie w analizie ryzyka w momencie po-
dejmowania decyzji inwestycyjnych. Przy kwantyfikacji ryzyka inwestycji juz
dokonanych, miary wrazliwosci sa wykorzystywane do ustalenia wptywu jed-
nostkowej zmiany ceny rynkowej na wartos¢ pozycji. Ich kalkulacja bazuje
na wolumenie pozycji oraz wycenie instrumentow finansowych i jest szczegol-
nie potrzebna w przypadku nieliniowych modeli wyceny. Miary wrazliwosci,
objasniajac wplyw jednostkowych zmian rynkowych, nie wnosza informacji
o rynku, sg zatem traktowane jako narzedzie pomocnicze w zarzadzaniu ry-
zykiem rynkowym.

W przeciwienstwie do miar wrazliwosci, miary zmiennosci dostarczaja in-
formacje o warunkach rynkowych. Sa czesto wykorzystywane przy ocenie ren-
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towno$ci inwestycji. Analizuje sie wowczas przewidywane stopy zwrotu wraz
z ryzykiem kalkulowanym za pomocg wybranej miary zmiennosci. W tym
zastosowaniu zaletg miar zmienno$ci jest zalezno$é¢ wytgcznie od danych pty-
nacych z rynku i brak powigzania z wielkoscig pozycji. To sprawia, ze mozna
je wykorzystywa¢ do porownywania ryzyka zwigzanego z konkurencyjnymi
projektami inwestycyjnymi. Rozwazajac pomiar ryzyka rynkowego inwesty-
cji juz dokonanych, wskazniki zmiennosci nie informuja o wielkosci strat,
poniewaz nie jest brany pod uwage wolumen posiadanych pozycji.

Trzecig grupa miar ryzyka sa miary zagrozenia. Celem kwantyfikacji za-
grozenia jest oszacowanie potencjalnej wielkosci straty, ktéra moze przyniesé
dana inwestycja. Wyznaczenie potencjalnej straty wymaga informacji o wo-
lumenie pozycji i o zmienno$ci rynkowej, zatem zaréwno miary wrazliwosci
jak i zmiennosci wykorzystywane sg w procedurze kalkulacji ryzyka rozumia-
nego jako zagrozenie. Zarzadzanie ryzykiem oparte na pomiarze zagrozenia
jest coraz szerzej wdrazane przez instytucje finansowe. Miary ryzyka nale-
zace do grupy miar zagrozenia bazuja na modelu VaR (warto$é¢ zagrozona,
ang. value-at-risk) opracowanym w 1994 roku przez JP Morgan [JP Morgan
1994]. W $wietle praktyki rynkowej, na przestrzeni dwéch ostatnich dekad
VaR stala sie najpopularniejsza miara ryzyka rynkowego, stanowiaca filar
wspblczesnej koncepcji pomiaru ryzyka rowniez w szerszym sensie np. kre-
dytowego lub operacyjnego [Mentel 2011, s. 47]. W szczegélnosei podejscie
to jest stosowane w przypadku inwestycji krétkoterminowych i tzw. ryzyka
yovernight”. Jako gléwne cechy decydujace o popularnosci miar zagrozenia,
podkresla sie bezposrednie wskazanie rozmiaru potencjalnych strat z okre-
Slonym prawdopodobienstwem oraz mozliwos¢ szacowania ryzyka dla calych
portfeli z uwzglednieniem korelacji cen [Jajuga 2000a, 2000b].

1.2. Miara VaR

1.2.1. Wprowadzenie pojecia VaR

VaR nalezy do grupy tzw. kwantylowych miar ryzyka, ktérych definicje
oparte sg na pojeciach dolnego i gérnego kwantyla zmiennej losowej. Roz-
wazmy przestrzen probabilistyczna (€, F, P) oraz zmienna X : ) — R.

Definicja 1.1. Dolnym i gérnym kwantylem rzedu p € (0, 1) zmiennej loso-
wej X, oznaczanymi odpowiednio ¢,(X) i ¢?(X), nazywamy

4(X) = inf{z € R: P(X <) > p},
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F(X)=if{reR: P(X <zx)>p}
[Embrechts, Kluppelberg and Mikosch 1997].

7 okreslenia kwantyla dolnego i gérnego wynika, ze jezeli dystrybuanta
Fx zmiennej losowej X jest ciggta i rosnaca funkcjg x, to kwantyle te sg sobie
réwne. Jezeli X ma rozklad dyskretny, to dla p ¢ Fx(R) N (0,1) kwantyl
gérny i dolny sa sobie réwne, natomiast dla p € Fx(R)N (0, 1) kwantyl gérny
jest wiekszy niz dolny.

Definicja 1.2 [Artzner 1999]. Wartoscia narazona na ryzyko (VaR) na po-
ziomie tolerancji p € (0,1) zmiennej losowej X nazywamy?

VaR,(X) = —¢"(X). (1.1)

Znak minus przed wyrazeniem po prawej stronie wzoru (1.1) wynika
z konwencji przedstawiania tej miary jako wartosci dodatniej. Ze zwiazku
miedzy kwantylem dolnym i gornym —¢”(X) = ¢1—,(—X) wynika, ze réwno-
waznie VaR mozna definiowa¢ w oparciu o pojecie kwantyla dolnego:

VaR,(X) = qip(~X). (1.2)

Wykorzystujac prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego otrzymuje sie row-
nowazng definicje:

VaR,(X) =inf{z e R: P(—X > z) < p}. (1.3)

Dla zmiennych losowych ciagltych o Scisle rosnacej dystrybuancie VaR jest
kwantylem rozktadu
VaR,(X) = Fx'(p) (1.4)

[por. np. Rockafellar, Uryasev 2000].

Zatézmy, ze € reprezentuje zbidr wszystkich mozliwych stanéw konco-
wych rynku. Niech F; bedzie filtracja generowana przez podzbiory €2 w cza-
sie3 ¢, t = 1,...,T. Niech P, = (B, P, ..., P,) bedzie wektorem losowym
przeksztalcajacym 2 w zbidér wartosci czynnikéw ryzyka. Oznaczmy przez

2 Definicja VaR jako kwantyla gérnego rozkladu zmiennej losowej pochodzi od Art-
znera [1999], natomiast koncepcja pomiaru ryzyka za pomoca VaR opracowana zostala
pierwotnie w ramach strategii banku JP Morgan [1994].

3 W ogblnoéci w niniejszej pracy zaklada sie, ze rozwazane procesy rozciagaja sie
w nieskonczono$¢ w czasie dyskretnym t.j. ¢ € Z, jednak wywdd prowadzony jest w od-
niesieniu do obserwowanego okresu t =1, ..., 7.
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v : RF — R funkcje wyplaty okre$long na przestrzeni wartosci czynnikéw
ryzyka, V; — warto$¢ funkcji wyptaty w momencie t: V; = v(Py), t =1,...,T.
Niech ¢ : R¥ x R¥ — R bedzie funkcja zysku okreslong jako:

g(Pt—h Rt) =Vi=-Vioi= U(Pt> - U(Pt—l) (1-5)

- P,
gdzie P, = P, - exp(Ry), Ry = (znpf’jil,znpijg, olng) =2, T,
Oznaczmy G = g(Pi—1,Ry).

Jeden ze sposobow wykorzystania miary VaR w analizach empirycznych
sprowadza sie do wyznaczenia jej wartosci dla zmiennej losowej reprezentu-
jacej zysk, czyli

VaRp(Gt) = _qp(Gt)) (16)

t =2,...,T. Interpretujac wzor (1.6), VaR mozna okresli¢ jako maksymalna
kwote, narazong na strate w wyniku inwestycji w portfel o okreslonym hory-
zoncie czasowym i przy zalozonym poziomie tolerancji [por. np. Best 2000,
s. 23]. Podobne definicje podaje wiele pozycji literatury [Jajuga 2000a,
2000b, Jorion 2007, s. 106].

7 punktu widzenia interpretacji VaR jako straty ponoszonej z zadanym
prawdopodobienstwem, wygodne jest przedstawianie jej w terminach funkcji
straty. Wprowadzmy funkcje straty L; = —G¢. Wtedy

VaRp(Gt) = VaRt(—Lt) = ql—p(Lt) (17)
lub réwnowaznie
VaR,(Gy) =inf{x e R: P(L; > z) < p} (1.8)

t=2,...,T, [por. np. Batamut 2002].

Wykorzystujac réwnowaznosé wyrazein P(Gy < z) >p < P(V, — Vi1 <
x) & P(Vy < x4 V,_1) otrzymuje sie VaR w terminach wartosci portfela:

VaR,(Gy) = VaR,(V; = Viet) = Vier — (W), (1.9)

t=2..T

Przeksztatcenie wzoru (1.9) pozwala na okreslenie VaR w terminach lo-
garytmicznej stopy zwrotu z portfela Ry, za pomoca formuty

VaR,(Gy) = VaR,(Vi_ieft —Viy) = Viy (1 — e (FD)), (1.10)

t=2,..T.
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Postugujac sie zwykly stopa zwrotu R, mozna wzér (1.10) zapisa¢ w po-
staci y 3
V&Rp(Gt) = VaRp(RtVt,l) = —qp(Rt)‘/;,l (111)

t=2..T.

Wprowadzenie do definicji funkcji zysku Gy wartosci oczekiwanej port-
fela E'V; zamiast wartosci zrealizowanej w okresie poprzednim V;_; prowadzi
do okreslenia wzglednej wartosci VaR [por. np. Osinska 2006, s. 106-108].
W mysl tej koncepcji zaktada sie, ze zysk jest réznica miedzy aktualna war-
toscia portfela a wartoscia oczekiwana, G; = V; — EV;. Wtedy wzory (1.9),
(1.10) i (1.11) przyjmuja odpowiednio postaci:

VaR,(Gy) = EV, — ¢"(W), (1.12)
VaR,(GF) = Vi_y (et — "B (1.13)
VaR,(G}) = Vioi (ER, — ¢°(Ry)), (1.14)

gdzie py oznacza warto$¢ oczekiwang zmiennej Ry, t = 2, ..., T.

Innym podejsciem, stosowanym w analizach empirycznych zamiast wpro-
wadzania funkcji zysku, jest wyznaczenie miary VaR bezposrednio dla zmien-
nej reprezentujacej stope zwrotu Ry :

VaR,(R:) = —¢"(Ry) (1.15)

[por. np. Wong 2008]. Ujecie dane wzorem (1.15) bedzie stosowane w dalszej
czesci pracy.

Ogdlny charakter przytoczonych powyzej definicji wynika z braku zalozen
o typie rozkladu prawdopodobienstwa opisujacego niepewnos¢ co do rozwa-
zanej mozliwej straty. Kazde praktyczne wykorzystanie wartosci zagrozonej
wymaga okreélenia typu rozkitadu lub szacowania jego parametréw. Przyj-
mowanie (w sposéb jawny badZ nie) réznych zalozen o rozktadzie straty jest
powodem wystepowania w literaturze réznych metod estymacji VaR [Pipien
2006, s. 137].

1.2.2. Kryteria oceny modeli VaR

Ze wzgledu na brak obserwowalnosci realizacji VaR, ocena modeli VaR oraz
innych modeli ryzyka, bazujacych na koncepcji wartoéci zagrozonej, oparta
jest na poréwnywaniu prognoz ryzyka oraz zrealizowanego ciggu wartosci
stopy zwrotu. Rozwaza sie proces informujacy o tym, czy strata z portfela
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przekroczyta poziom VaR. W tym celu wprowadza si¢ zmienng indykatorowa,
ktéra okredlana jest jako?

Iy = 1{_R,>VaR,(R))}> (1.16)

t =1,..,T. Proces (1.16) okreslany jest jako proces przekroczen lub proces
wyjatkéw VaR.

Statystyczna weryfikacja modeli bazujacych na mierze VaR moze od-
bywaé sie poprzez testowanie warunkowego oraz bezwarunkowego rozktadu
przekroczen. Przyjmuje sie zalozenie, ze prognozy wartosci zagrozonej po-
winny spetnia¢ dwa postulaty. Pierwszy z nich odnosi sie do rozktadu bezwa-
runkowego zmiennej losowej I; i méwi, ze prawdopodobienstwo przekroczenia
prognozy wartosci narazonej na ryzyko powinno by¢ rowne zatozonemu po-
ziomowi tolerancji p, czyli P(I; = 1) = p (tzw. wlasno$¢ bezwarunkowego
pokrycia, ang. unconditional coverage property). Testowanie prawdopodo-
bienstwa przekroczenia VaR oparte jest na sprawdzeniu relacji liczby wyjat-
kéw do catkowitego czasu trwania obserwacji. W sytuacji gdy straty z port-
fela przekraczajace prognoze VaR zdarzajg sie czesciej niz wskazuje odsetek
czasu wyznaczony przez prawdopodobienstwo p, mozna podejrzewaé, ze za-
stosowany model systematycznie niedoszacowuje ryzyka portfela. Sytuacja
przeciwna, kiedy straty wystepuja w mniejszej proporcji niz zatozony poziom
tolerancji, sygnalizuje zbyt konserwatywny model.

Wtasnosé bezwarunkowego pokrycia odnosi sie do czestotliwosci wyste-
powania wyjatkéw VaR, natomiast drugi postulat, zwany wlasnoscia wa-
runkowego pokrycia lub niezaleznosci (ang. independence property), oce-
nia sposob roztozenia wyjatkow w probie. Wystepowanie nieréwnomiernego
rozkltadu moze sygnalizowaé istnienie zaleznosci miedzy kolejnymi przekro-
czeniami prognozowanego zagrozenia. Drugie kryterium odnosi sie zatem
do rozktadu warunkowego wzgledem zbioru informacji o przesztosci posiada-
nych w danym okresie. Zaklada sie, ze w dobrym modelu pary zmiennych,
bedace sktadowymi procesu wyjatkéw (Iyig, I14n), g,h > 0, powinny by¢
niezalezne. Warunek ten implikuje, ze historia procesu (I;)L_, poprzedza-
jaca okres t € {2,....,T}, czyli (I1,...I;—2, I;_1) nie powinna zawiera¢ zadnej
informacji o tym, czy w okresie tym nastapi przekroczenie VaR zapisywane
jako Iy = 1. W szczegollnosci fakt wystgpienia przekroczenia VaR w okresie
t — 1 nie powinien zwigksza¢ prawdopodobienstwa wystapienia przekrocze-
nia w okresie t. Jezeli wcze$niejsze przekroczenia wartosci zagrozonej stano-

4 W calej pracy przyjeto uproszczong notacje, w ktérej nie rozréznia sie, w miejscach
niepozostawiajacych watpliwosci ze wzgledu na kontekst, zmiennych losowych oraz ich
warto$ci.
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wig prognoze przyszltego wyjatku, to jest to wskazanie nieprawidtowo skon-
struowanego modelu. Koncentracja wyjatkéw VaR w pewnych przedziatach
czasowych, oznaczajacg naruszenie zasady niezaleznosci, pokazuje, ze model
VaR jest niereprezentatywny w tym sensie, ze nie zostata w nim zawarta cata
dostepna informacja rynkowa [Christoffersen 1998].

Interpretacja pierwszego kryterium odnosi sie do sytuacji, kiedy ryzyko
jest systematycznie niedoszacowane lub przeszacowane, co przekitada sie na
nieadekwatna do modelu liczbe wyjatkéw w dtugim okresie. Z punktu widze-
nia stabilnoéci finansowej przedsiebiorstwa za szczegdlnie niebezpieczne na-
lezy uznaé niespetnienie drugiego kryterium, oznaczajacego mozliwos¢ wyste-
powania okreséw grupowania sie wyjatkow. Przyczyng wystepowania duzej
liczby przekroczen w pewnych okresach, naprzemiennie z seriami strat mniej-
szych od prognozowanego zagrozenia jest zjawisko gromadzenia (persysten-
cji) zmiennosci stopy zwrotu (volatility clustering). Gromadzenie zmiennosci
charakteryzuje zwlaszcza rynki finansowe, ale moze dotyczy¢ réwniez innych
rynkéw np. surowcowych i polega na naprzemiennym wystepowaniu okresow
duzych i malych wahan stép zwrotu®. Ekonomiczne wyjaénienie tego zjawi-
ska odnosi si¢ do faktu, ze ponadprzecietnie wysokie lub niskie stopy zwrotu
powoduja gwaltowne, impulsywne reakcje inwestoréw i napedzaja kolejne
duze zmiany cen. Z kolei spokojne okresy na rynku wykazuja tendencje do
przedtuzania sie az do momentu wystgpienia zewnetrznego impulsu duzych
wahan cen. W efekcie wystepuje autokorelacja zmiennych tworzacych proces
przekroczen. Taka sytuacja powoduje istnienie przedtuzajacych sie okreséw
nieprzewidzianego ryzyka o duzej skali. Konsekwencjg wystawienia przed-
siebiorstwa w krotkim okresie na serie strat, przekraczajacych przewidywany
poziom zagrozenia, moze by¢ utrata ptynnosci finansowej. Skutki wystapie-
nia koncentracji wyjatkéw moga by¢ zatem trudniejsze do przezwyciezenia
niz wieksza od przewidywanej liczba ponadprzecietnych strat, roztozonych
rownomiernie w dlugim przedziale czasowym.

Wtasnosci bezwarunkowego pokrycia oraz niezaleznosci wyjatkow stano-
wig dwa oddzielne kryteria oceny modelu ryzyka i powinny by¢ traktowane
w sposob roztaczny. Mozliwa jest zarowno sytuacja gdy model spetnia kryte-
rium zwigzane z rozktadem bezwarunkowym, natomiast nie posiada wtasno-
Sci niezaleznosci wyjatkéw oraz sytuacja, gdy spelniony jest drugi postulat
a pierwsza zasada zostaje naruszona. Za dobry model uznaje sie taki, ktory
ma zdolnos$¢ generowania prognoz spetniajacych obydwa kryteria [por. np.
Campbell 2005].

5 Formalna definicje zjawiska persystencji zmiennosci wprowadza sie za pomocs pro-
cesu GARCH [Engle i Patton 2001].



26 1. Pojecie i statystyczna ocena ryzyka rynkowego

Wykorzystujac wlasnosci procesu Bernoulliego, spelnienie obydwodch kry-
teriéw dla procesu (I;)L_; mozna tacznie zawrzeé w zapisie

L% 7 - ), (1.17)

t =1,..,T, gdzie Z — J(p) oznacza rozklad zero-jedynkowy z parametrem
p. Zapis ten oznacza, ze wyjatki VaR powinny mie¢ jednakowe, niezalezne
rozklady zero-jedynkowe i stanowi kompletng charakteryzacje prawidtowego
modelu VaR na poziomie tolerancji p. Istnieje zatem réwnowazno$¢ miedzy
prognozami VaR stanowiacymi dobre oszacowanie kwantyla rozktadu straty
a spelnieniem wtasnosci bezwarunkowego pokrycia i niezaleznoé$ci wyjatkow.

W aktualnej literaturze powstato wiele propozycji testéw sprawdzajacych
jedna lub obydwie omawiane wlasnosci [por. np. Christoffersen 2012, Wang
2010]. Szczegdlnie dynamicznie rozwijajaca sie grupa testéw, wykorzystywa-
nych przy ocenie prognoz VaR, sg testy autokorelacji przekroczen. Ich ce-
lem jest wykrycie wystepowania skupien wyjatkéw VaR. Sprawdzajg one za-
tem czy warunkowe prawdopodobienstwo przekroczenia VaR jest niezmienne
w czasie.

1.3. Koherentne miary ryzyka rynkowego

1.3.1. Aksjomatyczna definicja ryzyka

Miare ryzyka rynkowego okresla si¢ jako pewna funkcje rzeczywista zmien-
nej losowej reprezentujacej zysk z portfela. Wyodrebnia si¢ dwie wlasnosci
decydujace o zaliczeniu funkcji do miar ryzyka.

Definicja 1.3 [Follmer i Schied 2002]. Niech V bedzie niepustym zbiorem
zmiennych losowych okreslonych na przestrzeni probabilistycznej (€2, F, P).
Méwimy, ze funkcja p : V — R U {+00} jest miara ryzyka jezeli spelnia
aksjomaty:

1. (Monotonicznos¢). Dla kazdych X,Y € V, takich ze X <Y
p(X) = p(Y).
2. (Niezmienniczo$¢ ze wzgledu na translacje). Dla kazdej statej ¢ € R i kaz-

dego X € V
p(X+c)=p(X)—¢c, ceR.
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Wtasnosé monotonicznosci mowi, ze jezeli jeden z portfeli charakteryzuje
sie stale wiekszym zyskiem, to ryzyko z nim zwigzane jest mniejsze niz z dru-
gim portfelem. Wymog niezmienniczosci ze wzgledu na translacje nazywany
jest inaczej wtasnoscig portfela wolnego od ryzyka i méwi o tym, ze doda-
nie do portfela pewnej kwoty zmniejsza ryzyko portfela o te kwote. Ryzyko
zmiennej losowej moze by¢ zatem pomniejszone o poczatkows doplate a w
szczegolnodci moze byé¢ wyzerowane jezeli doptata jest réwna wartosci miary
ryzyka. Prostym przyktadem miary ryzyka jest warto$é¢ oczekiwana zmien-
nej przeciwnej do wartosci portfela p(X) = E(—X) [por. np. Utkin 2010,
s. 70-73].

Wspélczesne kierunki badan nad pomiarem ryzyka rynkowego wywodza
sie z koncepcji wartosci zagrozonej i stanowig uzupetnienie podstawowego mo-
delu VaR, powstajac czesto w odpowiedzi na krytyke zwigzang z niedoskona-
tosciami tego modelu. Z punktu widzenia zastosowan do oceny ryzyka zjawisk
nietypowych, badania koncentruja sie na analizie zdarzen ekstremalnych, cha-
rakteryzowanych przez ogony rozktadéw prawdopodobienstwa, wykraczajace
poza poziom VaR. Prowadzi to do modeli opartych na mierze expected short-
fall (ES) opisujacej mozliwe straty w przypadku wystapienia wyjatku VaR.
7 drugiej strony rozwdj modeli £S odpowiada teoretycznym poszukiwaniom
miary ryzyka spetniajgcej zbiér pewnych postulatow, wykraczajacych poza
wymienione wyzej wtasnos$ci monotonicznosci i niezmienniczosci ze wzgledu
na translacje, jak subaddytywnos$é¢ czy wypuktosé. Dodatkowych postulatéw
nie spetnia model VaR, co moze prowadzi¢ do sytuacji w ktorej, w skraj-
nych przypadkach, dywersyfikacja portfela sktadnikéw narazonych na ryzyko
zwieksza ryzyko calego portfela lub do sytuacji, kiedy niemozliwe jest jedno-
znaczne wyznaczenie wartosci VaR, ze wzgledu na istnienie wielu ekstremow
lokalnych. Zbior postulatow stawianych miarom ryzyka sformutowany zostat
w formie definicji miary koherentnej.

Definicja 1.4 [Artzner et al. 1997, 1999]. Niech V bedzie niepustym zbiorem
zmiennych losowych okreslonych na przestrzeni probabilistycznej (€2, F, P).
Wéwezas odwzorowanie p : V — R U {+00} nazywamy koherentng miara
ryzyka, jezeli spetnia aksjomaty definicji 1.3 oraz nastepujace warunki:

1. (Subaddytywnosé¢). Dla kazdych X, Y € V
p(X +Y) < p(X) +p(Y).
2. (Dodatnia jednorodno$¢). Dla kazdego a > 0 oraz kazdego X € V
p(aX) = ap(X).
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Wtasnosé subaddytywnosci zapewnia, ze dywersyfikacja portfela ma po-
zytywny wplyw, polegajacy na tym, ze potaczenie dwoch portfeli nie powo-
duje dodatkowego ryzyka. Dodatnia jednorodno$é stanowi graniczny przy-
padek subaddytywnosci, ktory informuje jak zmienia sie ryzyko portfela przy
braku efektu dywersyfikacji. Z wtasnosci tej wynika ponadto, ze poziom ry-
zyka jest niezalezny od zmian skali w jednostce pomiaru wartosci portfela,
czyli np. zmiana waluty nie ma znaczenia dla wyceny ryzyka.

W definicji (1.4) wlasno$¢ monotonicznosci mozna zastapi¢ warunkiem,
by miara ryzyka byta niedodatnia dla zmiennych nieujemnych

X>0=p(X)<O0.

7 wtasnosci tej oraz z wtasnoéci subaddytywnosci wynika, ze miara ryzyka
jest monotoniczna. Poza miara p(X) = E(—X), przykladem prostej miary
koherentnej jest p(X) = —Xnin, gdzie Xy = min{ X (2)}.

Miara ryzyka spetniajaca aksjomaty 11 2 jest miarg wypukta. Stad pierw-
sze dwa aksjomaty koherencji zastepowane sg niekiedy wtasnoscig wypuktosci

p(aX+(1—-a)Y) <ap(X)+ (1 —-a)pY), a €][0,1]. (1.18)

Poniewaz wypuklo$é nie pocigga za sobg dodatniej jednorodnosci, omawiane
zbiory aksjomatéw nie sg tozsame. Miary ryzyka wypukle, monotoniczne
i niezmiennicze ze wzgledu na przesuniecie nazywa sie stabo koherentnymi
[Embrechts, McNeil i Straumann 1999].

Powyzsza definicja miary koherentnej nie zalezy od rozktadéw zmiennych
losowych okre§lonych na rozwazanej przestrzeni mierzalnej (2, F), ktore z ko-
lei zostaly uwzglednione w okresleniu tzw. scenariuszowej miary ryzyka.

Definicja 1.5 [Artzner et al. 1999]. Niech P bedzie niepustym zbiorem
miar probabilistycznych (nazywanych réwniez uogdlnionymi scenariuszami)
okreslonych na przestrzeni mierzalnej (€2, F). Miara scenariuszowa na 2 dla
zmiennej losowej X nazywamy funkcje postaci

pp(X) = Igléng(—X)- (1.19)

Istnieje $cisty zwiazek pomiedzy pojeciem miary koherentnej a scenariu-
szowej. Mozna pokazaé, ze miara scenariuszowa okreslona definicjg 1.5 jest
miarg koherentng. Doktadnie aksjomaty koherencji sg spelnione wtedy i tylko
wtedy, kiedy przekrdj zbiorow, na ktérych okreslone sa miary ze zbioru P wy-
nosi €. Ponadto miara p jest koherentna wtedy i tylko wtedy gdy istnieje taka
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rodzina miar probabilistycznych P, okre$lona na (Q2, F), ze zachodzi warunek
(1.19).

Zblizony zespot aksjomatow okresla tzw. uogdlniona miare odchylenia.
W celu uogélnienia odchylenia standardowego, stanowiacego klasyczna miare
ryzyka, proponuje sie pewien funkcjonatl majacy, przy dodatkowym warunku,
wtasnosé¢ koherencji.

Definicja 1.6 [Rockafellar, Uryasev i Zabarankin 2006]. Uogélniona miara
ryzyka to funkcjonal D : V — R™ o nastepujacych wlasnosciach dla kazdego
X, YeVy

>
»
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&
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=

Uogolniona miara jest koherentna jezeli dla kazdego X € V zachodzi
D(X) < EX —inf X. Jezeli D jest funkcja zmiennej losowej X — E X, to od-
chylenie znika jedynie w przypadku X = FX, co odzwierciedla idee pomiaru
niepewnosci zwigzanej z warto$ciami zmiennej X. Funkcjonat D poréwnuje
sie z normg naltozong na zbioér wszystkich mozliwych zmiennych losowych V),
w ktérej pomija sie wymdg symetrii. Trzy pierwsze aksjomaty uogdlnionej
miary odchylenia tworza stabszy zespol warunkéw okreslajacy tzw. zgodna
miare ryzyka [por. np. Domariski 2011, s. 155-157].

Model VaR, omdéwiony we wczesniejszej czesci pracy spelnia wiekszosé
postulatéw formutowanych wyzej jako wymogi miary ryzyka. Pokazano, ze
VaR jest miarg dodatnio jednorodng, monotoniczng oraz niezmiennicza ze
wzgledu na translacje [Artzner et al. 1999, Kusuoka 2001]. Mozna réwniez
wykazaé, ze VaR posiada dwie dodatkowe uzyteczne wtasnodci. Jezeli p =
VaR,(X) to spelnione sg aksjomaty:

1. (Wspétmonotoniczna addytywnos$é). Dla kazdych zmiennych X,Y € V
ktére spetniajg wlasno$é wspétmonotonicznosci, tj. dla kazdych w,w’ € Q

(X(w) = X(W)(Y(w) =Y (&) 20,

zachodzi
p(X +Y) =p(X) +p(Y).
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2. (Niezmienniczo$é¢ ze wzgledu na rozktad®). Dla kazdych X,Y € V jezeli
P(X <t)=P(Y <t) dla kazdego t € R to

Whprost z definicji wynika, ze miara VaR posiada wlasnos$¢ niezmienniczo-
Sci ze wzgledu na rozktad w mocnym sensie. W przypadku VaR dwie zmienne
losowe X 1Y nie muszg mie¢ identycznych rozktadéw, zeby zapewnié spetnie-
nie warunku p(X) = p(Y) lecz wystarcza jedynie lokalna zgodnosé rozktadéw
w punkcie odpowiadajacym wybranemu poziomowi tolerancji. W szczegdl-
nosci zmienne o lekkich ogonach moga charakteryzowac sie doktadnie takim
samym poziomem VaR, co zmienne o grubych ogonach. 7 kolei brak sub-
addytywnosci VaR oznacza, ze ryzyko subportfeli rozpatrywanych osobno
moze by¢ mniejsze niz portfela taczacego je w catosé. Mozliwe jest podanie
przyktadéw instrumentéw, ktore z bardzo niewielkim prawdopodobienstwem
powoduja duze straty, charakteryzujac sie niskim poziomem VaR i potaczone
w jeden portfel daja wyzszy poziom VaR niz suma VaR dla subportfeli. Fakt
ten moze wpltywaé niekorzystnie na zarzadzanie ryzykiem, stanowiac bodziec
do redukcji ryzyka poprzez dzielenie portfela [Szego 2002]. Ze wzgledu na
fakt, ze VaR jest miara niezmiennicza ze wzgledu na rozktad ale nie spet-
nia postulatéw koherencji naturalnym kierunkiem badan byto poszukiwanie
najmniejszej miary koherentnej oraz inwariantnej ze wzgledu na rozktad, co
doprowadzito do definicji ES, ktéra jest najmniejsza koherentna i niezmien-
niczg ze wzgledu na rozktad majoranta VaR.

1.3.2. Wprowadzenie pojecia ES i innych miar
koherentnych

W nurcie badan nad aksjomatyczna teorig pomiaru ryzyka wprowadzono dwie
usrednione miary TCE ($redni niedobér nie mniejszy niz warto$¢ zagrozona,
ang. tail conditional expectation, nazywana réwniez ETL od ang. expected
tail loss) i WCE (najgorszy $redni niedobor warunkowy, ang. worst case
expectation). Rozwazmy zmienng losowa X okreslona na przestrzeni proba-
bilistycznej (2, F, P), spetiajaca E(max{0, —X}) < oco. Ustalmy p € (0,1).

5 Wtasnoéé ta zostata wprowadzona pod oryginalnym terminem ,law invariance” [Ku-
suoka 2001] i jako jej przyblizong interpretacje podaje sie zasade, ze miara ryzyka moze
by¢ jedynie szacowana na podstawie obserwacji statystycznych [Tasche 2002].
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Definicja 1.7 [Artzner et al. 1999]. Srednim niedoborem zmiennej losowej
X nie mniejszym niz wartos¢ zagrozona na poziomie tolerancji p nazywamy
liczbe

TCE,(X)=E(—X|—X >VaR,(X)). (1.20)

Definicja (1.20) w ogdlnosci nie dostarcza koherentnej miary ryzyka, nie
spelniajac postulatu subaddytywnosci, zatem zaproponowano jednoczesnie
miare WCE.

Definicja 1.8 [Artzner et al. 1999]. Najgorszym $érednim niedoborem wa-
runkowym zmiennej losowej X na poziomie tolerancji p nazywamy liczbe

WCE,(X) = —inf{E(X|A): P(A) > pA A C Q). (1.21)

Miara WCE jest koherentng miarg ryzyka. Dla zmiennych losowych cig-
gltych, dla kazdego poziomu tolerancji p € (0, 1) zachodzi réwnos¢ TCE,(X) =
WCE,(X), co pocigga za soba spelnienie warunkéw koherencji réwniez przez
miare TCE. Dla zmiennych dyskretnych rownoéé ta zachodzi na rynku dwu-
stanowym. Bardziej ogdlnie pokazano, ze jezeli €2 jest zbiorem skonczonym,
P jest prawdopodobienstwem jednostajnym na zbiorze €2 a X jest réznowar-
todciowg zmienng losowa, to dla kazdego p € (0,1) zachodzi TCE,(X) =
WCE,(X) [Artzner et al. 1999]. Praktyczne zastosowanie tego twierdzenia
jest jednak ograniczone ze wzgledu na silne zalozenie o réznowarto$ciowosci
zmiennej losowej. Jezeli X jest zmienna losowa okre$lona na skonczonym
zbiorze €1, zachodzg nastepujace relacje

VaR,(X) < TCE,(X) < WCE,(X) (1.22)

[por. Utkin 2010, s. 91-97].

Badania teoretyczne zwiazane z uzupetnieniem modelu VaR na grun-
cie teorii miar koherentnych prowadzity do poszukiwania najmniejszej ko-
herentnej miary ryzyka dominujacej VaR. Wykazano, ze taka najmniejsza
majoranta nie istnieje, dowodzac jednoczesnie, ze istnieje najmniejsza kohe-
rentna i niezmiennicza ze wzgledu na rozktad miara ryzyka dominujaca VaR
[Delbaen 1998]. Kontynuujac ten nurt badan zaproponowano miary CVaR
(warunkowa warto$¢ zagrozona, ang. conditional value-at-risk, wprowadzana
réwniez pod nazwg AVaR — przecietna wartos$é zagrozona, ang. average value-
at-risk lub skumulowana wartos$é¢ zagrozona, ang. accumulated value-at-risk)
i ES (Sredni niedobér, ang. expected shortfall), ktére w przypadku ciagtym
sprowadzaja sie do formuty E(—X|— X > VaR,(X)).
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Definicja 1.9 [Pflug 2000]. Warunkowa wartoscia zagrozona zmiennej X na
poziomie tolerancji p nazywamy liczbe”

(X

CVaR,(X) = mf{Ep_S” —s:seR}. (1.23)

Definicja 1.10 [Acerbi, Nordio i Sirtori 2001]. Srednim niedoborem zmiennej
losowej X na poziomie tolerancji p nazywamy liczbe

ESy(X) = —; (B Lxeponn) - PP (X)) =p)). (124)

W przypadku ciagtym mamy ¢,(X) = ¢°(X) = Fy'(p) oraz P(X <
< F¢'(p)) = p, zatem

1
BS(X) =~ E(X1(x<piop) = B-X| = X 2 VaRy(X)).  (1.25)

g7 (X) (P(X<g?(X))—p)

Druga czesé wzoru (1.24), czyli - potrzebna jest w przy-
padku zmiennych losowych dyskretnych, by suma prawdopodobienstw warto-
Sci mniejszych badz réwnych ¢P(X) wynosita jeden. Interpretacja miary ES,
zwiazana z formula (1.24), méwi, ze nadwyzka $redniego niedoboru nad war-
toscig zagrozong jest rowna stosunkowi $redniej nadwyzki gérnego kwantyla
nad wartoécig zmiennej do poziomu tolerancji.

Innym sposobem definiowania ES jest wykorzystanie warunku

ES,(X) = —]1) /0 * gu(X)du (1.26)

[Acerbi i Tasche 2002], ktéry wynika bezposrednio z definicji wartosci ocze-
kiwanej

1 [VaR,(X)
BS)(X) = B(-X| = X 2 VaR,(X)) = — /_ X F(X)dX,

" Formuta okreslajaca miare CVaR zostala zaproponowana przez réznych autoréw
[Pflug 2000 i niezaleznie Rockafellar i Uryasev 2000, 2002].
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gdzie f(X) jest gestoscia zmiennej X. Po podstawieniu

X = Fx'(p),

1
SR

1

Ny

f(X)dX =dp

- ES,(X) = d /p Fit(u)du = —1/pq (X)du (1.27)
P pJo X pJo “ ' '

Pokazano, ze zaproponowane niezaleznie formuty CVaR i ES sa sobie
rowne

CVaR,(X) = ESy(X)

[Acerbi i Tasche 2002]. Dla zmiennej losowej X okreslonej na przestrzeni pro-
babilistycznej (2, F, P), speliajacej E(max{0,—X}) < oo zachodza relacje

TCE,(X) < WCE,(X) < ES,(X),
natomiast jezeli X jest dodatkowo zmienng losowa ciagtla to
TCE,(X) =WCE,(X) = ESy(X).

Ostatni warunek implikuje spetnienie aksjomatéw koherencji powyzszych miar
ryzyka dla zmiennych ciagtych. W przypadku zmiennych losowych dyskret-
nych przedstawione wyzej formuly definiuja rézne miary ryzyka i w tym
przypadku kluczowe z punktu widzenia teorii wyceny ryzyka jest wskazanie
miary koherentnej [Utkin 2010, s. 97-101].

Twierdzenie 1.1 [Acerbi i Tasche 2002]. Niech X bedzie zmienna losowa
spelniajaca F(max{0,—X}) < oo. Wtedy ES,(X) jest koherentna miarg
ryzyka.

ES stanowi najbardziej restrykcyjna miare ryzyka spoérdéd powyzszych
propozycji, w tym sensie, ze spelnia najobszerniejszy zbior aksjomatéw. Uzna-
wana jest zatem za najlepiej teoretyczne uzasadniony sposéb oceny ryzyka.
Stanowi rowniez podstawe szerszej klasy miar, wprowadzonej pod pojeciem
spektralnej miary ryzyka [Acerbi 2002]. Okreslenie miary spektralnej jest
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uogOlnieniem poprzednich definicji, przedstawionych w niniejszym rozdziale,
w ktérym przyjmuje sie, ze gestosé jest mnozona przez dopuszczalng funk-
cje awersji do ryzyka, umozliwiajac wprowadzenie do modelu subiektywnych
wag zwigzanych z réznymi poziomami straty.

Niech £1([0,1]) bedzie przestrzenia, w ktérej kazdy element reprezentuje
klase funkcji, rézniacych sie od siebie co najwyzej na podzbiorze zbioru [0, 1]
miary zero. Okreslmy norme tej przestrzeni jako

Il = [ 16l

Definicja 1.11 [Acerbi 2002]. Spektralna miara ryzyka zmiennej losowej X,
utworzong przez dopuszczalne spektrum ¢ € £1([0,1]), nazywamy klase miar
postaci

M) = [ VaRy(X)o(p)dp. (1.2

gdzie funkcja ¢ : [0, 1] — R, nazywana funkcja awersji do ryzyka miary M,
spelnia nastepujace warunki:

1. (Nieujemno$é.) ¢(p) > 0 dla kazdego p € [0, 1].

2. (Unormowanie.) ||6|| = fy [¢(p)ldp = fy ¢(p)dp = 1.
3. (Monotonicznosé.) ¢(p1) > ¢(p2) dla kazdych 0 < p; < py < 1.

Dwa poczatkowe warunki oznaczaja, ze wagi zwigzane z poszczegdlnymi
wartosciami zmiennej X sg nieujemne i sumujg sie do jednosci. Interpretacja
ekonomiczna ostatniego z powyzszych postulatéw odzwierciedla awersje do
ryzyka. Zgodnie z nim wyzsze wagi przypisuje sie¢ do bardziej oddalonych
od srodka rozktadu wartosci zmiennej X, czyli do wigkszych strat. Im wigk-
sza awersja do ryzyka, tym funkcja ¢ rosnie szybciej. Funkcja ¢, nazywang
funkcja awersji, pelni role wag, ktére usredniaja wszystkie mozliwe wartosci
zmiennej losowej X. Dla roznych funkcji ¢1, ¢2, reprezentujacych ten sam
element ¢ nalezacy do przestrzeni £1([0,1]), otrzymuje sie¢ te sama miare
M.

Formuta okreslona definicjg 1.11 nie wyklucza z klasy miar spektralnych
miar charakteryzujacych sie neutralnym stosunkiem do ryzyka. Miarg neu-
tralng, ktéra nie zawiera wag zwigzanych z poziomami straty jest ES, sta-
nowigca szczegdlny przypadek w klasie miar spektralnych. Zastapienie nie-
réwnosci stabej nieréwnoscig ostra w warunku (3) zawezitoby zakres dopusz-
czalnych miar wytacznie do miar z wagami przypisujacymi wiekszy udziat
wiekszym stratom [Wang 2010, s. 8-9].
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Odpowiednie okreslenie funkcji ¢, odzwierciedlajace wlasno$¢ awersji do
ryzyka, skutkuje uzyskaniem miary koherentnej.

Twierdzenie 1.2 [Acerbi 2002]. My jest miarg koherentng wtedy i tylko
wtedy, gdy spektrum ryzyka ¢ jest dopuszczalne w sensie definicji 1.11.

Positkujac sie wyktadnicza funkcja uzytecznosci U(x) = —e™ oraz dobie-
rajac formule, w taki sposéb, by spetnione byty postulaty (1- ) otrzymuje sie
wazong wyktadniczo funkcje awersji postaci

Rel—P
1—e R’

¢(p) = (1.29)

gdzie R > 0. Funkcja ta zalezy tylko od jednego parametru, ktory posiada
interpretacje ekonomiczng i nazywany jest wspétczynnikiem awersji do ry-
zyka. Duzigki takiemu okresleniu funkcji ¢ wyzsze wartosci parametru R,
oznaczajace wyzsza awersje do ryzyka, powoduja, ze wagi zwiazane z wyz-
szymi stratami rosng szybciej. Dla R = 1 funkcja ta jest w przyblizeniu stata.
Spektralna miara ryzyka z wyktadniczg funkcjg awersji przyjmuje postaé

Rel—P
M, = / (), (1.30)

1.3.3. Kryteria oceny modelu ES

Ze wzgledu na brak obserwowalnoéci realizacji ES, ocena modeli ES, po-
dobnie jak VaR nie moze opierac¢ sie na typowych metodach, wykorzystuja-
cych poréwnywanie szeregéw prognoz oraz zrealizowanych wartosci zmiennej.
Konieczne jest wykorzystanie proceséw zawierajacych informacje o nieobser-
wowalnej zmiennej, np. konstruowanych w oparciu o poréwnanie prognoz
ryzyka i zrealizowanego ciggu wartoéci stopy zwrotu. Scisty zwiazek mie-
dzy pojeciami VaR i ES® powoduje, ze weryfikacja modeli VaR i ES cze-
Sciowo opiera sie na jednakowych procesach oraz kryteriach z nimi zwigza-
nych. W przypadku obydwéch modeli rozwaza sie proces przekroczen (1.16)
postaci

It = 1{—Rt>VﬂRt,p(Ri)}’

t=1,...,T, w ktorym warto$¢ 1 reprezentuje wyjatek VaR.

8 ES okredlana jest w literaturze jak rozwigzanie zadania optymalizacyjnego, w kté-
rym VaR jest parametrem [Wang 2010, s. 75-76].
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Testowanie modeli VaR i ES na podstawie procesu (1.16) przebiega dwu-
torowo i polega na weryfikacji kryteriéw bezwarunkowego i warunkowego po-
krycia. Pierwsze z nich méwi, ze prawdopodobienstwo wystapienia wyjatku
wynosi p i sprawdzane jest na podstawie rozktadu bezwarunkowego zmien-
nych I;. W praktyce oznacza ono, ze catkowity udziat przekroczenn w badanym
okresie powinien by¢ réwny p. Kryterium warunkowego pokrycia sprawdza
prawdopodobienstwo przekroczenia w rozktadzie warunkowym, czyli doty-
czy zaleznosci miedzy zmiennymi Iy, Io, ..., Iy, t € {2,...,T}. Zaklada sie,
ze zaobserwowane wartosci przekroczen nie powinny zawiera¢ zadnej infor-
macji o przysztych stanach procesu, w szczegdlnosci wystapienie wyjatku
nie powinno zwiekszaé¢ prawdopodobienstwa wyjatku w okresie nastepnym.
Spelnienie kryterium warunkowego pokrycia przektada sie na brak skupien
wyjatkéw VaR w krotkich okresach (rozdz. 1.2.2.).

Kryteria bazujace na procesie (I;)]_; odnosza sie do czestosci przekroczeri
oraz ich roztozenia w czasie, nie uwzgledniajg natomiast wielkosci przekro-
czen, zatem w celu weryfikacji modeli ES dodatkowo wprowadza sie proces
postaci

Ry = (R, — ES,(R))1I, (1.31)

ktéry nazywany jest procesem reszt, ze wzgledu na fakt, ze jest formowany
jako proces réznic miedzy realizacja zmiennej losowej a jej wartoécia ocze-
kiwana (w przypadku zmiennych losowych ciagltych ES jest wartoscia ocze-
kiwang przekroczenia VaR). Dla dowolnego procesu (R;)L; proces (R})L,
stanowi fragment ciagu réznic martyngalowych, spetiajacy E(R;|F;) = 0.
Przy dodatkowym, typowym zaltozeniu, ze (R;)_; jest procesem GARCH,
w ktorym Ry = 0y 7y, Zy ~ i1d(0, 1), proces (1.31) mozna zapisa¢ w postaci

Ri = 0(Zy — ESp(Z4)) 1~ z,>vaR, (20} (1.32)

t =1,..,T. Powyzsza posta¢ R} sugeruje konstrukcje testu statystycznego
weryfikujacego model ES w oparciu o realizacje wystandaryzowanego procesu
R*
R =1 (1.33)
Ot
t = 1,...,T. Przy przyjetych zalozeniach proces ten jest procesem niezalez-
nych, jednakowych zmiennych losowych o zerowej wartosci oczekiwanej i jed-
nostkowej wariancji, czyli

R ~ iid(0,1), (1.34)

t=1,...,T. Prawdopodobienstwo przyjecia warto$ci mniejszej niz zero w pro-
cesie R}™ wynosi 1 —p.
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Zaktada sie, ze odpowiednio skonstruowany model powinien odzwiercie-
dla¢ powyzsze wlasnosci. Stanowig one zatem podstawe konstruowania te-
stow statystycznych do oceny modeli VaR i ES, wykorzystujacych realizacje
zmiennych losowych Iy, R, Rf i Rj*, t = 1,...,T. Testowanie prawdopodo-
bienstwa wystapienia wartosci R;* mniejszej niz zero jest rownowazne z te-
stowaniem bezwarunkowego prawdopodobienstwa przekroczenia w procesie
(I)E_,. Gtéwnym uzupelieniem procedury weryfikacyjnej w stosunku do
testow VaR jest sprawdzenie hipotezy o wartosci oczekiwanej R; lub R}*
[McNeil, Frey i Embrechts 2005].






Rozdziat 2

Testy wartosci zagrozonej

(VaR) i oczekiwanego
niedoboru (ES)

Wsréd miar ryzyka wyrdznia sie miary zmiennosci, wrazliwodci i zagrozenia.
Zgodnie z klasycznym podejsciem w statystyce, do pomiaru ryzyka stuza
przede wszystkim miary zmiennoéci jak wariancja i odchylenie standardowe.
Istnieje bogata literatura po$wiecona estymacji i testom wariancji oraz kowa-
riancji, uwzgledniajgca zagadnienia o charakterze wielowymiarowym?'. Kon-
kurencyjna koncepcja pomiaru ryzyka za pomoca miar wrazliwosci (gltéwnie
tzw. wspolezynnika ), historycznie stanowita uproszczenie modeli ryzyka
opartych na relacji érednia - wariancja, omijajace problem szacowania macie-
rzy kowariancji?. Weryfikacja hipotez statystycznych w ramach tego nurtu
badan sprowadzala sie, w duzej mierze, do oceny istotnoéci parametréw re-
gresji, co stanowi temat dobrze opisany w literaturze statystycznej i ekono-
metrycznej>.

! Przeglad metod estymacji i testéw wariancji oraz macierzy kowariancji mozna, zna-
lez¢ w literaturze statystycznej [np. Jedrzejezak 2012, Krzysko 2009].

2 Problem ten wynikal z potrzeby przetwarzania duzej ilosci danych potrzebnych do
precyzyjnego szacowania macierzy kowariancji, co nie ma znaczenia przy aktualnym stanie
zaawansowania technologii komputerowe;.

3 Przeglad metod estymacji i testowania wspélczynnikéw regresji mozna znalezé w li-
teraturze ekonometrycznej [np. Greene 2011].
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Podejscia oparte na badaniu zmiennosci lub wrazliwosci nie daja obrazu
potencjalnej wielkosci straty, co powoduje, ze w odpowiedzi na potrzeby
uczestnikéw rynku, dzisiejsza teoria oceny ryzyka wiaze sie z badaniem po-
ziomu zagrozenia i opiera si¢ na kwantylowych miarach ryzyka. Wedtug
aksjomatycznej definicji ryzyka, miarag ryzyka jest funkcja, ktérej wartosci
okredlajg wielkosé zagrozenia oraz ktéra spetnia zespdélt aksjomatéw kohe-
rencji. Zgodnie z aktualnymi kierunkami badan*, praca koncentruje si¢ na
miarach wartosci zagrozonej, czyli na mierze VaR oraz, stanowiacej jej uzu-
petnienie, koherentnej mierze ES.

W niniejszym rozdziale dokonano przegladu metod wnioskowania staty-
stycznego, zaproponowanych w dotychczasowej literaturze do oceny modeli
opartych na miarach VaR i ES. Przedstawione zostaly mozliwosci modyfika-
cji klasycznych testéw udziatu przekroczen VaR, skonstruowane z wykorzy-
staniem regul Walda i mnoznikow Lagrange’a. Dzigki zastosowaniu zasady
mnoznikow Lagrange’a uzyskano test, ktérego praktyczng przewagg jest okre-
slono$¢ — zatem mozliwo$¢ bezposredniego stosowania — w przypadku szeregu,
w ktérym nie zaobserwowano zadnego przekroczenia VaR. W szczegdlnodci
ma to znaczenie przy testowaniu VaR na niskich poziomach tolerancji, takich
jak zalecane obecnie w $wietle Umowy Bazylejskiej I1I. Ponadto zaprezento-
wano wlasng propozycje testowania modelu VaR dla wielu pozioméw tole-
rancji za pomocg wielowymiarowego testu sprawdzajacego niezaleznosé¢ wek-
torow losowych. Dzieki wielowymiarowemu podejéciu wykorzystano wieksza
ilo$¢ informacji z préby oraz zapewniono elastycznosé w zarzadzaniu ryzy-
kiem, polegajaca na mozliwosci dostosowania testowanego obszaru rozktadu
do potrzeb analizy. W kontekscie modeli opartych na mierze ES zapropo-
nowano przeprowadzenie standaryzacji zmiennej losowej objasnianej w tescie
regresyjnym, co umozliwito uzyskanie przyblizonej stacjonarnosci sktadnika
losowego.

4 Przeglad badan dotyczacych teorii pomiaru ryzyka mozna znalezé w literaturze za-
granicznej [np. Szego 2004, Hull 2015, Skoglund i Chen 2015] lub polskiej [np. Trzpiot
2010, Utkin 2010].
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2.1. Testy VaR oparte na procesach Bernoulliego
i Markowa

2.1.1. Klasyczne testy bezwarunkowego rozktadu wyjgtkow
VaR

Whioskowanie statystyczne przy ocenie modeli VaR oparte jest na procesie
przekroczen (1)L zdefiniowanym wzorem (1.16). Weryfikacji podlegaja dwa
postulaty stawiane modelom wartosci zagrozonej, odnoszace si¢ do warunko-
wego oraz bezwarunkowego rozktadu przekroczen. W odniesieniu do rozktadu
bezwarunkowego zmiennej losowej I;, zgodnie z tzw. wlasnoscig bezwarunko-
wego pokrycia, przyjmuje sie zatozenie, ze prawdopodobienstwo przekrocze-
nia prognozy wartosci narazonej na ryzyko powinno by¢ réwne zatozonemu
poziomowi tolerancji p, czyli P(I;y = 1) = p, t = 1,...,T. Testowanie praw-
dopodobienstwa przekroczenia VaR oparte jest na relacji liczby wyjatkow
do caltkowitego czasu trwania obserwacji. W sytuacji gdy straty przekracza-
jace VaR zdarzaja sie czesciej niz wskazuje odsetek czasu wyznaczony przez
prawdopodobienstwo p, mozna podejrzewac, ze zastosowany model systema-
tycznie niedoszacowuje ryzyko portfela. Sytuacja przeciwna, kiedy straty
wystepuja w mniejszej proporcji niz zatozony poziom tolerancji, sygnalizuje
zbyt konserwatywny charakter modelu.

Hipoteza zerowa odpowiadajaca kryteriom oceny modelu VaR ma postaé
Hy: L% Z—J(p), t=1,..T, (2.1)

gdzie Z — J(p) oznacza rozklad zero-jedynkowy z parametrem p, ktory réwny
jest zatozonemu prawdopodobieristwu przekroczenia prognozy VaR (pozio-

mowi tolerancji). W testach opartych na rozktadzie bezwarunkowym przyj-

. . L. . . ;. . . . itd
muje si¢ zalozenie o niezaleznosci zmiennych zero-jedynkowych, czyli I; ~

Z — J(m), t = 1,..,T, natomiast weryfikacji podlega parametr w1, t.j.
Hy : m = p. Testy te maja zatem moc jedynie wobec hipotez alternatywnych
postaci Hy : my £ p, Hy :m > plub Hy : m < p.

Statystyka 17 = Zthl I;, jako suma zmiennych o rozktadzie zero-
-jedynkowym, ma rozktad dwumianowy B(T,m). Przy zalozeniu prawdzi-
wosci hipotezy zerowej rozktad ten ma posta¢ B(T,p) :

T
Ty => I ~ B(T,p). (2.2)
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Przyjmujac statystyke testowa (2.2), stanowiaca sume wyjatkow VaR, mozna
przeprowadzié test hipotezy Hy korzystajac bezposrednio z rozktadu dwumia-
nowego. Poniewaz rozktad dwumianowy jest rozktadem dyskretnym, uzyska-
nie testu o zadanym rozmiarze, wymaga zastosowania techniki randomizacji

(rozdz. 3.1.2.).

Jezeli suma przekroczen VaR przewyzsza warto$¢ oczekiwang rozktadu
dwumianowego EB(T, p) = T'p mozna podejrzewad, ze model niedoszacowuje
ryzyka. Wowczas, przeprowadzajac test jednostronny, korzysta sie z prawo-
stronnego obszaru krytycznego odpowiadajacego rozktadowi dwumianowemu
B(T,p). W przypadku sumy przekroczen mniejszej od T'p podejrzewa sig, ze
model przeszacowuje ryzyko oraz stosuje sie lewostronny obszar krytyczny
wyznaczony z rozktadu B(T,p). Test dwumianowy 73, bazujac na sumie
przekroczen VaR, nie uwzglednia mozliwych zalezno$ci miedzy kolejnymi wy-
jatkami. Test ten odnosi sie zatem wytacznie do bezwarunkowego rozktadu
zmiennych I, t =1,...,T.

W przypadku gdy liczba obserwacji T' jest duza, korzystajac z centralnego
twierdzenia granicznego uzasadnione jest przyblizanie rozktadu Bernoulliego
za pomoca rozktadu normalnego. Uzyskuje sie statystyke Z,. postaci

-7
__1=1p (2.3)

Fue = VTp(1—p)

ktéra ma asymptotyczny rozktad normalny N(0,1).

W innym tescie zaproponowano przyjecie zatozenia, ze cigg realizacji pro-
cesu (1.16) stanowi ciag niezaleznych préb Bernoulliego o tym samym niezna-
nym prawdopodobienistwie sukcesu [Kupiec 1995]. Kryterium oceny prognoz
wartosci zagrozonej sformutowane zostalo w postaci testu ilorazu wiarygodno-

$ci® restrykcji parametru m; w ramach modelu I; g J(m), t=1,..,T.

Whioskowanie oparto na poréwnaniu empirycznego udziatu przekroczen
71, stanowigcego oszacowanie bezwarunkowego prawdopodobienistwa sukcesu
71, z parametrem p, réwnym poziomowi tolerancji prognoz VaR [por. Pipien
2006, s. 143-147]. Hipoteza zerowa postaci Hy : m = p, wzgledem hipotezy
alternatywnej H; : m; # p, sprawdzana jest za pomocsy statystyki

p"(1—p)"

LRy = —2log ———— 2/
TR

(2.4)

5 Zasada konstrukcji testéw ilorazu wiarygodnoéci wprowadzona zostala w oparciu
o metode najwiekszej wiarygodnosci [Neyman i Pearson 1928].
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gdzie Ty jest liczbg okreséw, dla ktérych nie wystapito przekroczenie pro-
gnozy VaR, czyli To =T — Ty, 1 = % Wykorzystujac asymptotyczne wla-
snosci ilorazu wiarygodnosci, otrzymuje sie, ze, przy zalozeniu prawdziwosci
hipotezy zerowej statystyka LR,. ma asymptotyczny rozktad X%l)'

Innym testem bazujgcym na zatozeniu o procesie Bernoulliego jest test
TUFF (ang. time until first failure test), stanowiacy punkt wyjsciowy do
konstruowania procedur opartych na procesie odlegtoéci miedzy wyjatkami
VaR [Kupiec 1995]. Test ten bada prawdopodobienstwo przekroczenia
w procesie wyjatkow poprzez sprawdzenie czasu, ktory uptynal do wystapie-
nia pierwszego przekroczenia VaR. Odwrotnosé¢ liczby jednostek czasu wy-
korzystywana jest jako oszacowanie z préby prawdopodobienstwa sukcesu
w zatozonym modelu Bernoulliego. Oszacowanie to, za pomocs ilorazu wia-
rygodnosci, poréwnywane jest z przyjetym poziomem tolerancji. Hipoteze
zerowy, identyczng jak w tedcie Kupca, wobec takiej samej alternatywy, we-
ryfikuje sie za pomoca statystyki testowej postaci:

p(1—p)it

A=)t 2

LRryrr = —2log
gdzie 711 = V%’ V1 — czas w dniach do pierwszego przekroczenia VaR. Staty-
styka LRrypp, przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej, ma asympto-
tyczny rozklad X%) [Kupiec 1995].

2.1.2. Modyfikacje podejscia do testowania bezwarunkowego
rozkladu wyjgtkéw VaR

Przyjmujac zatozenie o procesie Bernoulliego oraz stosujac zasady Walda
i mnoznikéw Lagrange’a® mozna skonstruowaé statystyki testowe, oparte na
funkcji wiarygodnoéci dla rozktadu Bernoulliego. Logarytmiczng funkcje wia-
rygodnoéci dla szeregu (1)L, mozna zapisaé jako

log L(71, I1, Iz..., IT) = Th log my + (T — T1) log(1 — 1),

skad mamy, ze estymatorem MNW parametru m; jest T = % Estymatorem
wariancji zmiennej 17, stanowigcej oszacowanie z proby liczby wyjatkéw Ty,

6 Zasady te oparte s na poréwnaniu wartoéci szacowanego parametru do estyma-
tora najwiekszej wiarygodnosci [Wald 1943] lub poréwnaniu maksymalnej wartosci funkcji
wiarygodno$ci przy zalozeniu hipotezy zerowej i alternatywnej [Rao 1948, Silvey 1959].
Omoéwienie wlasnosci testéw ilorazu wiarygodnosci, Walda i mnoznikéw Lagrange’a mozna
znalez¢ w wielu pozycjach literatury [np. Engle 1984, Maddala 2008].
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jest wyrazenie T (1 — 71). Statystyka Walda dla hipotezy Hy : m = p,
wzgledem hipotezy alternatywnej Hi : m # p, ma zatem postaé:

_ (Tp-1)* _T(Tp-T)"
WS TG T R 20

Przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej statystyka W,. ma asympto-
tyczny rozktad X%1)~

W celu uzyskania statystyki testu mnoznika Lagrange’a zauwazmy, ze
funkcje oceny dla szeregu (I;)1_; mozna zapisa¢ jako
. alogL(m,[l,Ig...,IT) Tl—TT(l

s(m1)

(97r1 7T1(1—7T1).

Informacja Fishera jest:

0?log L(my, I, I5..., I
f<m>:—E< e R T)>

. —T7T1(1—7T1)—(Tl—T’]Tl)(l—27T1)
- _E< 72 (1 — )2 )

Poniewaz E(Ty — Tm) =0, to

T

I(ﬂ'l) = 771_1(1 —7T1).

Statystyka testu mnoznika Lagrange’a, dla hipotezy Hy : 7 = p, ma zatem
postac:

L, — S0 @ =TP p1-p)  (Tp-T

Ifp)  p(1=-p2 T Tp(l—p)
Przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej statystyka LM, ma asympto-
tyczny rozktad X%1) i stanowi odpowiednik statystyki testowej (3.2), majacej
asymptotyczny rozktad normalny. Przewaga testu LM, . w stosunku do po-
pularnie stosowanego testu Kupca LR,. oraz testu opartego na statystyce
Walda W, jest okreslono$¢ w sytuacji catkowitego braku wyjatkow VaR.
Statystyki Kupca i Walda korzystaja z oszacowania wariancji z préby opar-
tego na empirycznym prawdopodobienstwie przekroczenia VaR. Przy braku
przekroczen oszacowanie to wynosi 0, co powoduje, ze statystyka testu jest
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nieokreslona. W tescie mnoznika Lagrange’a estymatorem wariancji jest ma-
cierz informacji w punkcie wyznaczonym przez hipoteze zerowa, co pozwala
omingé problem nieokreslonosci statystyki testowej. Dzieki temu unika sie
koniecznosci stosowania alternatywnej wersji statystyki testowej dla przy-
padku 77 = 0. Sytuacja braku przekroczen jest czesto spotykana w praktyce,
zwlaszceza gdy przyjmowany jest niski poziom tolerancji rzedu 1% lub 0,1%.

Opisane wyzej testy, bazujace na zalozeniu o procesie Bernoulliego, pod-
daja weryfikacji parametr 71, mowigcy o prawdopodobienstwie sukcesu, spraw-
dzajac jego zgodno$¢ z przyjetym poziomem tolerancji. Koncentrujg sie za-
tem jedynie na bezwarunkowym rozktadzie przekroczen VaR. Ich wada jest
pominiecie kwestii zaleznosci wartosci I;, dla ustalonego ¢ € {2,...,T'}, od hi-
storii procesu czyli (11, ..., [;_o, I;_1). Procedury te nie maja zdolnosci wykry-
wania modeli, ktére prawidlowo odzwierciedlajg prawdopodobienstwo prze-
kroczenia VaR, ale nie odwzorowuja zjawiska gromadzenia zmiennoéci i kto-
rych stosowanie moze skutkowaé wystepowaniem serii nastepujacych po sobie
wyjatkoéw. Z tego wzgledu niezbednym uzupekieniem testéw rozktadu bez-
warunkowego sg testy oparte na rozktadzie warunkowym, ktore koncentrujg
sie¢ na rozmieszczeniu wyjatkéw VaR w czasie.

2.1.3. Testy warunkowego rozkladu wyjgtkéw VaR

Wtasnos$é bezwarunkowego pokrycia odnosi sie do czestotliwosci wystepowa-
nia wyjatkéw VaR, natomiast drugi postulat, zwany wlasnosciag warunkowego
pokrycia lub niezaleznosci, ocenia sposéb roztozenia wyjatkéw w prébie. Wy-
stepowanie nieréwnomiernego rozktadu moze sygnalizowac¢ istnienie zalezno-
$ci miedzy kolejnymi przekroczeniami prognozowanego zagrozenia.

W kontekscie testowania autokorelacji, lub szerzej — zaleznosci, natu-
ralnymi kandydatami sg: test Ljunga-Boxa, Pearsona lub testy nieparame-
tryczne oparte na rozkladzie serii. Niezadowalajaca moc tych testéw (oraz
innych popularnych w ekonometrii testéw autokorelacji jak np. test LM)
w przypadku stosowania do zero-jedynkowego procesu przekroczen (I;)-;
byta czynnikiem stymulujacym rozwdj badan, dotyczacych wnioskowania sta-
tystycznego przy wyborze modeli ryzyka. Gléwnym problemem przy kon-
strukeji testéw autokorelacji jest sformutowanie hipotezy alternatywnej. Je-
den z rozwijanych nurtéw badan wywodzi sie z propozycji oceny prognoz
przedzialowych z wykorzystaniem procesu Bernoulliego, wzgledem hipotezy
alternatywnej skonstruowanej w oparciu o proces Markowa [Christoffersen
1998].
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Test Christoffersena bazuje na ogdlnym kryterium oceny prognoz prze-
dzialowych w szeregu czasowym. Uwzgledniajac fakt, ze podstawowa przy-
czyng nieskutecznosci prognoz poza prébe jest btedny model, kryterium oceny
prognoz zostalo uniezaleznione od zaltozen zwigzanych ze sprawdzanym mo-
delem bazowym.

Zalézmy, ze (X;)I, jest obserwowanym szeregiem czasowym a
([Lj—1(p), U1 (0)))ie a1, 1 < H < T, jest ciagiem prognoz przedziato-
wych na poziomie istotnosci p z okresu ¢ — 1 na okres ¢, gdzie Ly;_1(p) ozna-
cza dolng a Uys—1(p) gérna granice przedziatu ufnosci. Zdefiniujmy I; jako
zmienng indykatorowa, wskazujaca czy zaobserwowana wartos¢ X; znalazta
sie wewnatrz prognozy przedziatowej

I = {07 gdy X € [Lyji—1(p), Uye—1(p)],
1, gdy X; ¢ [Lt|t—1(p)v Ut|t—1(p)]a
t=H+1,...,T,1 < H <T. Przy powyzszych oznaczeniach prognoze prze-

dziatowa nazywa sie efektywna wzgledem zbioru informacji ,_1 jezeli dla
kazdego t = H + 1, ...,T zachodzi

(2.8)

E(L[Q%—1) = p. (2.9)

Definicja warunkowej efektywnosci prognozy opiera sie na zbiorze €2;_1 wszy-
stkich informacji dostepnych w okresie t — 1, co pozwala skonstruowaé test
efektywnosci prognozy bez odwolywania sie do jakichkolwiek zatozen o uzy-
tym modelu. Z punktu widzenia zastosowan ekonomicznych jest to uzyteczna
cecha, poniewaz omija zalozenia o rozkladach, czesto kwestionowane w na-
ukach ekonomicznych. W szczegdlnodci powyzsza wlasnosé jest przydatna
w kontekscie oceny prognoz VaR, gdzie bazowy szereg czasowy jest z re-
guly niestacjonarny z powodu zmieniajacej sie w czasie wariancji procesu, co
utrudnia stosowanie typowych metod ekonometrycznych.

Definicja prognozy efektywnej (2.9) przeklada sie na operacyjne kryte-
rium testowe za pomoca procesu Bernoulliego. Ustalmy t € {H + 1,...,T},
1< H <T. Niech Q1 = (I1, I3, ..., I;_1). Wtedy réwnanie

E(It|Qt_1) = E([t|]1, IQ, ™ It_1> =P
jest réwnowazne warunkowi (1.17) postaci
iid
Iy~ Z = J(p),

t=H+1,..T.
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Wykorzystujac fakt, ze VaR,(R;) definiuje si¢ jako kwantyl rzedu p roz-
ktadu stopy zwrotu R;, prognozy VaR mozna traktowaé jako prognozy prze-
dziatowe postaci (—oo, Uy—1 (p)] (w przypadku krétkiej pozycji VaR definiuje
si¢ jako kwantyl rzedu 1 — p, co daje przedziat postaci [Ly;—1(p), +00), na-
tomiast jezeli strata jest rozumiana zaréwno jako nizsza jak i wyzsza od
oczekiwan stopa zwrotu, otrzymuje si¢ przedziat [Ly,_1(p), Uye—1(p)]).

Kryterium testowe (1.17), zwane wlasnoscia warunkowego pokrycia, im-
plikuje dwa warunki: wlasnosé bezwarunkowego pokrycia E([;) = p, t =
H+1,...,T, oraz niezaleznosé¢ przekroczen. Pierwszy z nich mozna weryfiko-
waé za pomoca testu Kupca (lub innych opisanych wyzej testéw bezwarun-
kowego pokrycia), natomiast w odniesieniu do drugiego warunku proponuje
sie test sformutowany w jezyku warunkowych prawdopodobienstw przejscia
w jednorodnym taricuchu Markowa. Przyjmuje si¢ zalozenie, ze proces (I;)-;
stanowi fragment jednorodnego tancucha Markowa o dwoch stanach, gdzie 1
oznacza wyjatek a 0 jego brak. Rozwaza sie proces o rozktadzie poczatkowym
(7o, 1) oraz macierzy przejscia:

u 77
I — [ 00 01} ’
0 T11

gdzie m;; oznacza prawdopodobienstwo wystapienia stanu j w okresie ¢ pod
warunkiem, ze w okresie t — 1 wystapit stan ¢, t =2,...,T.

Funkcja wiarygodnosci dla powyzszego procesu ma postac
L(IL Iy, Iy, ..., I7) = w30 (1 — moy)Toon it (1 — 7rqq) 10,

gdzie Tj; — liczba obserwacji dla ktorych po stanie 7 nastapit stan j. Mak-
symalizujgc funkcje wiarygodnosci otrzymuje sie estymator MNW macierzy
przejscia

A A TOO TOI
T |T00 TOL| _ | Tye The
IT= [A - ] - 7& T$1)1 ’

10 711 Tie The

Toe = Too + To1, T1e = Tho + 111.

Niezaleznos¢ wyjatkéw VaR implikuje, ze prawdopodobienstwo znalezie-
nia sie¢ procesu w okresie ¢ w stanie 1, oznaczajacym przekroczenie, nie po-
winno zaleze¢ od faktu, czy w okresie t — 1 proces byt w stanie 1 czy 0.
Analogicznie, prawdopodobienstwo osiggniecia przez proces stanu 0 w okre-
sie t nie powinno zaleze¢ od stanu procesu w poprzednim okresie. Warunki
te mozna zapisa¢ nastepujacymi formutami:

11 =7T01/\7T1():7T00. (210)
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Poniewaz g jest funkcjg w11 oraz mgg jest funkcja g1, to zachodzi implikacja
M1 = M1 = M0 = Too. Wystarczy zatem testowaé hipoteze sformutowang
w jezyku warunkowych prawdopodobienstw przejscia jako Hy : mo1 = w11,
ktora odpowiada macierzy przej$é¢ postaci

1= FO 7”] .

To T1

Hipoteza alternatywna jest w tym przypadku sformutowana jako Hy : mp; #
m1. Przy zalozeniu hipotezy zerowej, funkcja wiarygodnosci przyjmuje po-
stac:

L(L, Iy, Iy, oy I) = (1 = my) Pomre.

Hipoteza zerowa sprawdzana jest za pomoca statystyki skonstruowanej
w oparciu o metode ilorazu wiarygodnosci

ATlo(l _ 7-[-1),1100

LR;,qg = —2lo
e ® R (L= o) oor i (L — fug)Too

(2.11)

Statystyka LR;,q, przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej, ma asymp-
totyczny rozklad X%l) [Christoffersen 1998].

W celu jednoczesnej weryfikacji kryteriow bezwarunkowego pokrycia i nie-
zaleznoSci, mozliwe jest potaczenie powyzszego testu niezaleznosci LR;nqg
Christoffersena z testem LR,. Kupca. Funkcja wiarygodnosci dla hipotezy
zerowej Hy : mg1 = m11 = p ma postac:

L<p’ Il’ IQ? ) IT) = (1 - p)To.pT1.7

zatem iloraz wiarygodnosci w tgcznym tescie warunkowego pokrycia formu-
towany jest jako

(1 — p)To=pTe
Aor (1 = Aon) oot (1 — Aty ) Tro

LR, = —2log (2.12)

Uwzgledniajac ze LR.. = LRy.+ LR;,q mamy, przy zalozeniu hipotezy zero-
wej, ze statystyka LR.. ma asymptotyczny rozktad X%g) [Christoffersen 1998].

Warunki (2.10), sformulowane identycznie jak w tescie Markowa, zwia-
zane z prawdopodobienstwem przekroczenia VaR w zaleznosci od stanu pro-
cesu w okresie poprzednim, mozna réwniez weryfikowa¢ w oparciu o sta-
tystyke x? w standardowym tescie niezaleznoéci Pearsona. W tym ujeciu,
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zamiast funkcji wiarygodnosci dla procesu Markowa, wyrdznia sie zmienne
losowe Iy, I;_1 oraz ich mozliwe wartosci 0 i 1, odpowiadajace stanom w tym
procesie. Hipoteze zerows formutuje sie jako niezalezno$é¢ tych zmiennych,
natomiast hipoteza alternatywna stwierdza ich zaleznosé. Dla kazdej z tych
zmiennych proces (I;)L_; generuje T — 1 obserwacji. W oparciu o dwudziel-
cza tablice kontyngencyjna (tab. 2.1), wykorzystujac poprzednie oznaczenia,
wprowadzone dla procesu (I;)L_,, wyznacza sie statystyke testowa postaci
=0 j=0

gdzie sz = T’T’Tf, 1,7 = 0, 1. Przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej,
mowigcej o niezaleznosci zmiennych, statystyka ta ma asymptotyczny rozktad

(-

Tab. 2.1: Tablica kontyngencyjna do testu niezaleznosci VaR opar-

tego na statystyce Qm , Pearsona
I
It—l i Tio
0 1
0 Too To1 Toe = Too + To1
1 Tho T The = Tr0 +T11
T, Te1 =To0+Tw0 Tej=To1+T11 T-1

Zrédlo: Opracowane wlasne.

Sposob sformutowania hipotez alternatywnych w testach LR;pq i de Pe-
arsona powoduje, ze umozliwiaja one sprawdzenie autokorelacji tylko pierw-
szego rzedu oraz uwzgledniaja jedynie wplyw poprzedniego stanu procesu
(I;)L_, na wystapienie wyjatku VaR, nie biorac pod uwage mozliwego wptywu
innych zmiennych egzogenicznych. Problemy te rozwiazuje dynamiczny test
kwantylowy (test D@Q) oparty na modelu regresji liniowej [Engle i Manganelli
2004]. Test D@ stanowi modyfikacje popularnego w ekonometrii uogélnio-
nego testu autokorelacji mnoznika Lagrange’a, bazujacego na regresji reszt
z rownania regresji wzgledem opdznien tych reszt. W dynamicznym te-
Scie kwantylowym zaproponowano wykorzystanie procesu zmiennych postaci
Hit, = I, — p, czyli

Hit, = {1 —p. gdy — Ry > VaR,(Ry), (2.14)
b, gdy - Rt < VaRp(Rt)a
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t=1,..,T. Wéwczas jezeli zachodzi warunek E(I;) = p, to E(Hit;) = 0 oraz
jezeli przekroczenia VaR nie sg skorelowane to dla kazdego w; € €; zachodzi
E(Hity1iwe) = 0. Laczny test dwoch powyzszych wlasnosci oparty zostal na
regresji

G
Hity = 50 + Z ﬁl,gjt—g

g=1

H
+> BonfTen, Lonn, .y, Rep, Riopa, . Ri) + &, (2.15)
h=1

gdzie f jest funkcja zmiennych nalezacych do zbioru €,_1, wiec takich, o kto-
rych informacja jest dostepna w okresie ¢, t = K,...,T, K = max{G, H} + 1.
Wérédd takich zmiennych uwzglednia sie w szczegdlnosci opdznienia zmiennej
1I;, ale réwniez proponuje sie wlaczanie poprzednich prognoz VaR, wczesniej-
szych wartosci stopy zwrotu, kwadratéw stopy zwrotu, traktowanych jako
estymatory zrealizowanej zmienno$ci lub innych oszacowan zmiennosci np.
wartosci zmiennosci implikowanej.

Oznaczmy B1 = (Bi1,B12,-,016), B2 = (Bo1,022, - Bom),
B = (Po, B1, B2)" a X niech bedzie macierza zmiennych objasniajacych w re-
gresji (2.15). Procedura testowa polega na badaniu istotnosci powyzszej
regresji za pomocy statystyki mnoznika Lagrange’a lub Walda. W zapro-
ponowanym przez autoréw procedury tescie Walda hipoteza zerowa postaci
Hy : B = 0 sprawdzana jest, wzgledem hipotezy Hy : B8 # 0, za pomoca
statystyki

BX'Xp

p(1—p)’

gdzie BA stanowi oszacowanie MNK wektora parametréow w regresji wzgledem
zmiennej Hit,. Statystyka D@ ma, przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy
zerowej, asymptotyczny rozktad X%g Fhet) [Engle i Manganelli 2004].

DQ (2.16)

Ze wzgledu na fakt, ze I; jest zmienng zero-jedynkows, jako alternatywe
do powyzszej postaci regresji liniowej, proponuje si¢ wykorzystanie regresji
logistycznej i testowanie, za pomocs ilorazu wiarygodnosci, parametréw réw-
nania

eX'B
Pl =1)= ———, 2.17
(h=1= " .17
t = K,..,T. Test ilorazu wiarygodno$ci hipotezy Hy : % =pABL=0A

AB2 = 0 wzgledem Hj : % #pV B1 # 0V By # 0 ma postac:
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L(p7 07 07 Ily 127 ] IT)

DQlo ist — T =~ ~ = y (218)
7 L(BO?ﬁlaﬁZallv-[Qv“'a[T)
gdzie logarytmiczna funkcja wiarygodnosci wyraza sie wzorem
10gL(ﬂ07 /Bla /62, Ila ]27 ceey ]T) =
T X ﬁ T eX'ﬁ

natomiast Sy, B1, B2 sa estymatorami MNW parametréw réwnania (2.17)
[Berkowitz, Christoffersen i Pelletier 2011].

Zastosowanie teorii martyngatéw pozwala na inne podejécie do testowania
kryteriéw wyznaczajacych dobre prognozy VaR. Warunki bezwarunkowego
pokrycia oraz niezaleznoéci zmiennych w procesie (1)L, 41 sa spetnione jezeli
proces (Hit,)_ ., jest ciagiem przyrostéw martyngalowych, czyli kiedy

E(Hit,|Q_1) =0, (2.20)

gdzie zbiér ;1 jest zbiorem informacji dostepnych w okresie t — 1, t =
H+1,..,T,1 < H < T [Berkowitz, Christoffersen i Pelletier 2011].

Warunek (2.20) w tatwy sposéb przeklada sie na kryterium testowe. Niech

t bedzie ustalonym okresem. Wtasnosé ciggu przyrostow martyngatowych

implikuje, ze proces (Hit;){_;, jest nieskorelowany dla wszystkich rzedow

opéznien. Dla kazdej zmiennej X;_p € ;1 zachodzi E(Hit; @ X;—p) = 0,

dla kazdego h = 1,2,..., H. W szczegdlnosci, przyjmujac Xy = Hity_1,
mamy

E(Hit,Hit,_1) = 0, (2.21)

co sprowadza sie, tak jak w przypadku statystyki LR;,q, do testowania au-
tokorelacji pierwszego rzedu. Przyjmujac bardziej ogdlnie X;_p = Hity;p,
otrzymujemy warunek braku autokorelacji dowolnego rzedu

E(Hit,Hit,_) =0, h=1,2, .. H. (2.22)

Zapis ten koresponduje z omawiang wczesnie] wlasnoscia niezaleznosci
procesu przekroczen VaR, natomiast zasada bezwarunkowego pokrycia wy-
nika z wlasnoéci procesu przyrostow martyngatowych poprzez zastosowa-
nie prawa iterowanej wartoéci oczekiwanej. Warunkowa wartos¢ oczekiwana
E(Hit|%—1) = 0 przektada si¢ na wartos¢ bezwarunkowa E(I;) = p [Hurlin
i Tokpavi 2007].
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Naturalnym sposobem testowania hipotezy Hy : E(Hit Hit;—1) = 0,
opartej na warunku (2.21), wzgledem hipotezy alternatywnej postaci H; :
E(HityHit,—q) # 0, jest wykorzystanie wspétezynnikéw autokorelacji z proby.
W tym celu proponuje si¢ zastosowanie testu wspotczynnikdéw autokorelacji
Ljunga-Boxa’, ktérego sprawdzian ma postaé

A

H 2
LB=T(T+2)Y
h=1

2.23
L (223)

gdzie pp, sa wspdlczynnikami autokorelacji rzedu h, h = 1,..., H w procesie
Hit,, 1 < H < T. Statystyka testu LB ma, przy zalozeniu hipotezy zerowej,
rozktad x% [Ljung i Box 1978].

Wykorzystujac fakt, ze obserwacje procesu (1)L, opisujacego wystepo-
wanie lub nie przekroczen VaR, tworza serie zer lub jedynek, do sprawdzania
niezaleznosci zmiennych tworzacych ten proces mozna wykorzystaé metody
nieparametryczne, oparte na rozktadzie serii. Zaleta metod nieparametrycz-
nych jest to, ze umozliwiaja one testowanie niezalezno$ci wobec szerokiego
spektrum hipotez alternatywnych, uwzgledniajacych rézne formy oraz rzedy
korelacji.

Do weryfikacji hipotezy o niezalezno$ci w ramach metod nieparametrycz-
nych stuzy test serii Walda-Wolfowitza [1940]. W ogdlnoéci hipoteza zerowa
tego testu sformutowana jest w terminach zgodnosci rozktadow, przy czym
hipoteza ta przektada sie na operacyjne kryterium sprawdzania niezalezno-
Sci wystepowania zer i jedynek w obserwowanym procesie. Idea testu serii
opiera sie na zalozeniu, ze jezeli obserwacje oznaczone zerami i jedynkami
pochodzg z tego samego rozktadu, to ich wystepowanie powinno by¢ nieza-
lezne a wéwczas serie zer i jedynek powinny podlegaé rozktadowi liczby serii.
Wykorzystujac ten rozktad, mozliwe jest zatem skonstruowanie testu doktad-
nego dla préby skonczonej, ktorego statystyka jest zaobserwowana liczba serii,
t.j. WW = k. Zgodnie z teorig kombinatoryki, przy zatozeniu niezaleznosci
zmiennych, prawdopodobienstwo wystapienia k serii we fragmencie procesu
o dtugosci T', sktadajacym sie z Ty zer i 11, jedynek wynosi

T W literaturze ekonomicznej mozna znalezé propozycje zastosowania testu Ljunga-
Boxa do oceny modeli VaR oraz jego poréwnanie z innymi testami VaR na podstawie
rzeczywistych danych bankowych [Berkowitz, Christoffersen i Pelletier 2011].
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oCk/2=1 ok /2—1

%, k parzyste
P(k\To,Tﬂ =9 ot~ 1)/20(k 1)/2—1 C{k 1)/2 1o(k=1)/2 , (2.24)
o "hiot o Nl k nieparzyste

gdzie C7" jest liczba kombinacji m elementéw spoéréd n elementéw [Wald
i Wolfowitz 1940]. Jak wynika ze wzoru (2.24), rozklad liczby serii jest za-
lezny zaréwno od catkowitej liczby obserwacji 1" jak i liczby jedynek 77, ozna-
czajacych w przypadku procesu (I;)1; liczbe przekroczen VaR.

2.2. Testy oparte na procesie odlegtosci wyjatkow
VaR

2.2.1. Testy braku pamieci

Odrebna klase testow, stuzgcych statystycznej ocenie modeli VaR, stanowia
testy oparte na procesie odlegloéci miedzy wyjatkami. Wykorzystuja one
transformacje bazowego procesu (I;)L_; w proces zmiennych (V;)I_; zdefinio-
wanych nastepujaco

Vi=t; —t;_1, (2.25)

gdzie t; oznacza okres i-tego przekroczenia VaR,:=1,..., N a N jest liczba
przekroczen. Przyjmujac zalozenie, ze proces (I;)_, generowany jest zgod-
nie ze schematem Bernoulliego, zaproponowano test LRryrr, ktory opiera
sie na czasie, uplywajacym do momentu wystapienia pierwszego przekrocze-
nia VaR, czyli V; [Kupiec 1995]. Odwrotnos$é tego czasu traktowana jest
jako oszacowanie prawdopodobienstwa sukcesu w zalozonym modelu Barno-
ulliego (test ten oméwiony zostal w rozdz. 2.1.1.). Uogdlnieniem powyzszej
propozycji jest test autokorelacji pierwszego rzedu oparty na wszystkich od-
legtosciach miedzy przekroczeniami w badanym szeregu [Haas 2001]. Przy
zalozeniu modelu I, % 7 — J(m;) dla kazdego podokresu t = t;_1,...,1;,
gdzie tg = 1, umozliwia on laczne testowanie hipotezy Hy : I g (p),
wzgledem hipotezy alternatywnej Hy : m; # p dla pewnego ¢ = 1, ..., N. Hipo-
teza alternatywna w powyzszej postaci obejmuje zaréwno zalezno$¢ miedzy
zmiennymi, skutkujaca zmiennoscia parametru procesu, jak i bezwarunkowe
prawdopodobienstwo przekroczenia VaR rézne od p. Statystyka testu Haasa
stanowi naturalne uogélnienie testu LRryppr i ma postacé

L)t & p(l—p)¥ !

p(
LR =-2lo E —2log ————— 2.26
Haas gﬂ_l(l_ﬂ.l)vl 1 + 0g ~ (].—7T)V 1 ( )
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gdzie 7t; = %, 1 =1,...,N. Statystyka LRfr.qs, przy zatozeniu prawdziwosci

hipotezy zerowej, ma asymptotyczny rozktad X%N)'

Transformacja procesu wyjatkéw VaR w proces odlegloéci umozliwia kon-
struowanie testéw wykorzystujacych wlasnosci rozktadéow geometrycznego
i wyktadniczego, stosowanych w modelach statystycznych do opisu czasu
trwania zjawisk lub czasu oczekiwania na zdarzenie [Christoffersen i Pelle-
tier 2004]. Idea stojaca za wykorzystaniem tych rozkladéw opiera sie na
spostrzezeniu, ze zjawisko grupowania wyjatkéw VaR skutkuje duza liczba
bardzo krétkich lub bardzo dtugich odleglosci miedzy przekroczeniami. Przy
zatozeniu poprawnego modelu VaR, czas uptywajacy miedzy przekroczeniami
powinien charakteryzowa¢ sie brakiem pamieci a jego przecietna warto$é¢ po-
winna wynosié %. Wéwcezas otrzymuje sie dyskretny rozktad czasu miedzy
przekroczeniami

fgeo(Vi;p> = (1 _p)Viilpa (2'27>

odpowiadajacy funkcji prawdopodobienstwa rozktadu geometrycznego, gdzie
p jest poziomem tolerancji VaR. Funkcja hazardu, interpretowania jako inten-
sywnos¢ wystepowania wyjatkéw, korespondujaca z powyzszym rozkladem,
jest funkcjg stata

fgeo(‘/;vp) — (1 _p)Vi71p
Sgeo(Vi=1,p) 1= Y2(1 = p)ip’

gdzie Sge, jest funkejg przezycia zmiennej V;, odpowiadajacg rozktadowi geo-
metrycznemu.

Przyjmujac zatozenie, ze fakt wystapienia wyjatku nie powinien nies¢ za
sobg informacji dotyczacej prawdopodobienstwa wystapienia wyjatku w ko-
lejnych okresach, weryfikacja hipotezy o niezalezno$ci zmiennych I; moze
zosta¢ zastgpiona testowaniem braku pamieci zmiennych V;. Korzystajac
z faktu, ze rozktad wyktadniczy jest ciggltym odpowiednikiem rozktadu geo-
metrycznego oraz jedynym ciagltym rozkltadem charakteryzujacym sie bra-
kiem pamieci, skonstruowano test hipotezy zerowej, zakladajacej rozktad
wyktadniczy, wzgledem hipotezy alternatywnej, ktéra obejmuje szersza klase
rozktadéw. Mozliwe sg rézne warianty testu w zaleznosci od rodziny rozkta-
dow stanowigcej alternatywe.

Rodzinami rozktadéw, ktore zagniezdzaja w sobie rozktad wyktadniczy
sg rozklady Weibulla i gamma. W przypadku rozktadu Weibulla funkcja
gestosci ma postaé

fw (Vi a,b) = bVt (@), (2.29)
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gdzie a,b > 0, i zawiera przypadek rozktadu wyktadniczego dla b = 1. Zatem
hipoteza zerowa tego testu przyjmuje posta¢ Hy : b= 1.

Funkcje hazardu Weibulla mozna przedstawi¢ wzorem

o fw(‘/;‘,(l,b)
Aw (V) = Sw(Vi—1,a,b)

= abpvL (2.30)

Malejaca funkcja hazardu odpowiada wartosciom b < 1, ktére oznaczaja duza
liczbe krotkich odlegtosci miedzy przekroczeniami w okresach o zwigkszonej
zmiennosci procesu stopy zwrotu oraz duza liczbe dlugich odlegtosci w okre-
sach uspokojenia na rynku. Test Weibulla wymaga oszacowania funkecji wia-
rygodnosci w modelu bez restrykcji oraz w modelu z restrykcja b = 1. Dla
modelu bez restrykeji wymagana jest jedynie maksymalizacja funkeji wiary-
godnoéci wzgledem jednego parametru, poniewaz dla ustalonej wartosci b,
oszacowanie parametru a wyznacza si¢ ze wzoru

&_(N—Cr%h)i
v

Podobnie, jak w przypadku gestosci Weibulla, dla b = 1 funkcja gesto-
sci rozkladu wyktadniczego zagniezdzona jest w funkcji gestosci rozktadu
gamma
abv;bfle—(aVi)

fF(V;?avb) = F(b) )

(2.31)
gdzie a, b > 0. Dla rozkladu gamma nie istnieje jawna postaé funkcji hazardu,
natomiast zjawisko gromadzenia zmiennosci mozna opisa¢ korzystajac ze zna-

jomosci dwoch pierwszych momentéw i wspodtczynnika zmiennosci, ktory wy-
SD(V;)
E(V:)
ograniczen konieczne jest poszukiwanie maksimum funkcji wiarygodnosci ze

wzgledu na dwa parametry a i b.

nosi

= % W celu oszacowania funkcji wiarygodno$ci w modelu bez

Test restrykcji parametru b w powyzszych modelach Weibulla i gamma,
skonstruowany w oparciu o metode ilorazu wiarygodnosci ma posta¢ odpo-
wiednio

L(&u 17 ‘/17 ‘/27 ) VN)

LRWeib =-2 IOg = =
L(QW7 bWa ‘/17 ‘/27 ceey VN)

(2.32)

lub
L(&a 17 ‘/17 ‘/27 ceey VN)

N ; (2.33)
L(ar,br,Vi,Va,...,Vy)

LRyumma = —2log
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gdzie aw, ZSW, ar, br sg estymatorami MNW parametréw a i b w rozktadach
odpowiednio Weibilla i gamma natomiast a jest oszacowaniem MNW przy re-
strykcji b = 1. Uwzgledniajac fakt cenzurowania pierwszej oraz ostatniej odle-
glosci w procesie odstepéw pomiedzy przekroczeniami, logarytmiczna funkcja
wiarygodnosci dla proby Vi, Vs, ..., Vv okreslona jest jako

log L(a7b7‘/17 ‘/27 ERE) VN) = Cl IOg S(‘/l) + (1 - Cl) log f(‘/l)—"_

N—-1
+ 3" log f(Vi)C log S(V) + (1 — Cy) log f(Viv), (2.34)
=2

gdzie C; przyjmuje wartosc¢ 1, jezeli odstep V; jest cenzurowany oraz 0 w prze-
ciwnym wypadku, ¢ = 1,2,..., N, f jest gestoscia a S — funkcja przezycia
zmiennej V;. Statystyki testowe LRwein i LRgammae maja, przy zalozeniu
prawdziwosci hipotezy zerowej, asymptotyczny rozkltad X%1) [Christoffersen

i Pelletier 2004].

2.2.2. Testy parametréow regresji z rozktadem wyktadniczym

Przedstawione wyzej testy oparte na procesie odlegto$ci miedzy przekrocze-
niami VaR nie uwzgledniaja kolejnosci przekroczen VaR, co z kolei brane
jest pod uwage w tescie FACD (ang. exponential autoregressive conditio-
nal duration — wykltadniczy, autoregresyjny, warunkowy odstep), opartym na
podejsciu regresyjnym [Engle i Russel 1998|. Test FACD sprawdza nieza-
leznoé¢ przekroczen VaR, wykorzystujac regresje przekroczen wzgledem ich
wezesniejszych wartosci, w ktérej sktadnik losowy pochodzi z rozktadu wy-
ktadniczego

Ei (Vi) =a+0bV;q, (2.35)

przy czym a,b > 0, ¢ = 2,..., N. Ze wzgledu na zatozenie o rozkladzie wy-
ktadniczym, rozwaza sie funkcje gestosci odstepu miedzy przekroczeniami V;
postaci:

1 V;

D £
e a+bVi71

V;'a 7b =
feacp(Vi,a,b) PR

, (2.36)
gdzie dla b = 0, otrzymuje sie rozktad wyktadniczy jako szczegdlny przypa-
dek. Uzywajac wspotczynnik zmiennosci do opisania gromadzenia zmienno-
= : SD(Vi) 1

Sci, korzysta si¢ ze wzoru BV = Jiaar
moze by¢ rozszerzany poprzez dotgczenie informacji o wezeéniejszych progno-
zach VaR lub zmiennoéci z poprzedzajacych okreséw. Test FAC'D wymaga

wyznaczenia funkcji wiarygodnosci w przypadku modelu z restrykcjami oraz

Zbiér regresoréw w tescie FACD
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modelu bez restrykcji. Podobnie jak w testach opartych na modelach We-
ibulla i gamma proponuje sie¢ wykorzystanie ilorazu wiarygodnosci postaci
(2.34). Statystyka EFACD, oparta na ilorazie wiarygodnosci z restrykcja doty-
czacy jednego parametru ma, przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej,
asymptotyczny rozktad X%l) [Engle i Russel 1998].

2.3. Testy bazujace na gestosci rozkladow

2.3.1. Testy zgodnosci

Testy VaR konstruowane zgodnie z zasada sprawdzania warunkéw bezwa-
runkowego pokrycia oraz niezaleznosci bazuja na subiektywnym wyborze
poziomu tolerancji, ktérego test dotyczy. Wedtug standardowego podejscia
model generujacy prognozy VaR podlega weryfikacji ex-post dla ustalonego
poziomu tolerancji p € (0, 1), co wiaze sie z definicja VaR jako kwantyla usta-
lonego rzedu p rozktadu stopy zwrotu. Rozwinieciem powyzszego podejscia
jest przyjecie ogdlnego kryterium oceny modelu VaR, méwiacego, ze model
nalezy uznaé za dobry jezeli posiada zdolnosé produkowania trafnych pro-
gnoz VaR jednoczesnie dla roznych poziomoéw tolerancji. W skrajnej postaci
powyzsze podejscie prowadzi do testowania trafnosci prognoz dla wszystkich
pozioméw tolerancji z przedziatu (0,1), czyli poréwnywania funkcji gestosei.

Sprawdzanie zgodnosci funkcji gestosci w testach VaR bazuje na trans-
formacji Rosenblatta®. Jezeli R; jest zmienng losows reprezentujacg stope
zwrotu z rozwazanego portfela w okresie t a Fg, dystrybuanta tej zmiennej,
to VaR mozna utozsamiaé¢ z kwantylem rzedu p rozktadu stopy zwrotu czyli
VaR,(R;) = F Igtl(p)7 t = 1,..,T. Oznaczmy Ep, estymator dystrybuanty
uzyskany za pomoca ocenianego modelu VaR. Ustalmy ¢ € {1,...,7}. Niech
fr i th beda odpowiednio funkcjg gestosci i estymatorem gestosci zmienne;j
Ry;. Zgodnie z transformacja Rosenblatta,

Uy = Fr,_,(Ry), (2.37)

-{Rt(é‘Rt(Rt))
IRy (Fry(Re))”
Przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej, moéwiacej o zgodnosci

zmienna U; ma rozktad charakteryzowany funkcja gestosci postaci

8 Transformacja Rosenblatta umozliwia, przy spelnieniu zalozenia o zgodno$ci funk-
cji gestosci, otrzymanie zmiennej losowej charakteryzujacej si¢ rozktadem réwnomiernym
[Rosenblatt 1952].
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rozkltadéw, estymator th odpowiada gestosci fr, 1 otrzymuje sie gestodc roz-
ktadu jednostajnego na przedziale (0,1)

Ut ~ U(()’l). (238)

Uogodlniajac rozwazania dotyczace jednego okresu ¢ na zbior ¢t = 1,...,T
zaklada sie, ze (Fg,)T, oraz (fg,)L, sa odpowiednio ciggami estymatorow
dystrybuant i gestoéci (Fr,)L i (fr,)l,. Zaktadajac zgodnoéé ciagu estyma-
torow (fr, )L, z ciagiem gestosci (fr, )L, otrzymuje sie, ze cigg transformacji
Rosenblatta (U; = E R, (Rt))E | jest ciagiem niezaleznych zmiennych loso-
wych o rozktadzie jednostajnym na przedziale (0,1), tzn.

U % Uy, (2.39)

t=1,...,T, [Crnkovic i Drachman 1995, 1996].

Testowanie zgodnoéci z rozktadem réwnomiernym, wynikajace z powyz-
szego warunku, moze by¢ przeprowadzone za pomocg wielu testow zgod-
noéci’. Propozycje wystepujace w literaturze w kontekécie testowania VaR
obejmuja zastosowanie nieparametrycznego testu Kuipera [Crnkovic i Drach-
man 1995, 1996]1° testu Kotmogorova-Smirnova, Andersona-Darlinga lub
Cramera-von Misesa [Barbachan, Ornelas i Farias 2006]. Statystyki powyz-
szych testéw bazujg na mierze odlegtosci miedzy dystrybuants empiryczng
a teoretyczng. Statystyka testu Kuipera wykorzystuje sume odlegtosci po-
staci

Drui = t:Hll%%T{FUt(Ut) = Fun (U} + max {Fyo)(Ur) — Fy, (U},

statystyka Kolmogorowa-Smirnova oparta na jest maksimum rozpietosci mig-
dzy dystrybuantami

Dgs = max {Fy,(Ur) = Fyo)(Un)},
podobnie jak statystyka Andersona-Darlinga

B — F
Dip — VT max {Fu,(Us) = Fy,)(Up)}
t=1,...,T w(t)

)

9 Literatura dotyczaca testéw zgodnosci jest bardzo obszerna [np. Domariski 1990,
s. 58-78, Domairiski i Pruska 2000, s. 166-195].

10 Autorzy tej propozycji argumentuja, ze test Kuipera jest jednakowo wrazliwy na
wszystkie wartosci zmiennej losowej, w przeciwienstwie do testu Kotmogorova-Smirnova,
ktory jest bardziej czuly w okolicach mediany. Poza weryfikacja zgodnoéci z rozktadem
jednostajnym, Ci sami autorzy proponuja testowanie niezaleznosci zmiennych U za po-
mocsg testu BDS [Crnkovic i Drachman 1995, 1996].
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gdzie w Jest funkcja wagowa, za ktora najczeSciej przyjmuje sic w(t) =
natomiast test Cramera von Misesa opiera si¢ na su-

V%mmwxlﬂduD
mowaniu kwadratéw odchylen

L 2t—1\> 1
Dcy :Z (FU(O,l)(Ut) Y > + o7

t=1

Mozliwe jest réwniez postugiwanie si¢ wieloma modyfikacjami powyzszych
statystyk.

Jako uzupetnienie formalnych procedur testowania zgodnosci rozktadow
proponuje sie statystyczna ocene kryterium (2.39) za pomoca metod graficz-
nych, ktére pozwalajg uzyskaé¢ wskazowki odnosnie przyczyn odrzucenia mo-
delu. Odrzucenie modelu VaR moze nastepowac ze wzgledu na niespetnienie
zatozenia o jednostajnosci rozktadu lub zalozenia o niezalezno$ci zmiennych.
W przypadku kazdej z przyczyn, z punktu widzenia zarzadzania ryzykiem,
istotne moze by¢ okreslenie natury niezgodnosci jak np. heteroskedastycz-
noé¢ lub struktura autokorelacji stopy zwrotu. W celu dokonania graficzne;
oceny warunku (2.39) proponuje si¢ histogram, wykres prognozy przedzia-
towej (ocena zgodnodci z rozktadem jednostajnym) oraz korelogramy zmien-
nych U, — U, (U, —U)?, (U, —U)3, (U —U)*, pokazujace strukture zaleznosci
poprzez momenty do 4 rzedu (ocena niezaleznosci) [Diebold, Gunther i Tay
1998].

2.3.2. Testy ilorazu wiarygodnosci

Nieparametryczne testy zgodnosci wykorzystywane do sprawdzania wtasnosci
(2.38) wymagaja duzej liczby obserwacji aby zapewnié satysfakcjonujaca moc
testu, zatem w kolejnych badaniach zaproponowano transformacje zmiennych
U, umozliwiajaca zastosowanie testu parametrycznego [Berkowitz 2001]. Roz-
wazmy zmienng Z; okre$long wzorem

Zy = 07N Uy) = 97 (Fr,(Ry)), (2.40)
gdzie ® oznacza dystrybuante rozkladu normalnego. Przy zalozeniu praw-
dziwosci hipotezy zerowej, méwiacej o zgodnosci fr, z fr,, zachodzi

ud

Z, % N@0,1), t=1,..T. (2.41)

Przeksztalcenie (2.40), popularnie stosowanie w technikach generowania
zmiennych losowych, pozwala otrzymaé¢ zmienne o rozktadzie normalnym
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N(0,1), dzigki czemu mozliwe jest stosowanie obszernego zakresu metod sta-

tystycznych zwigzanych z zalozeniem normalnosci. Ponadto przeksztaltce-

nie to, przy pewnych zalozeniach, pozwala interpretowaé otrzymane zmienne

jako wyjsciowy szereg czasowy, co zawiera si¢ w twierdzeniu méwigcym, ze

jezeli h jest gestoscig zmiennej Z; a ¢ gestodcig rozktadu normalnego standar-
Ir,(Rt) h(Z:)

dowego, to log ) = log 3z * twierdzenia tego wynika, ze rozwazana

transformacja zachowuje charakter rozbieznosci w stosunku do rozktadu teo-
retycznego, tzn. jezeli fr, > fr, (fr, < fr,) na pewnym przedziale, to na
tym przedziale h(Z;) > ¢(Zy) (h(Z;) < ¢(Z;)) [Berkowitz 2001].

Statystyczna weryfikacja warunku (2.41) moze przybiera¢ wiele form, od
testowania momentéw, poprzez testy normalnosci, po testy niezaleznosci.
W szczegoblnosci, przyjmujac model postaci

Zy—p=p1(Zi_1 —p) + e, e~ N(0,0%) (2.42)

mozna testowac¢ hipoteze zerowa Hy : u =0, p; =0, 0 = 1 wzgledem hipo-
tezy alternatywnej obejmujacej modele autoregresji pierwszego rzedu z za-
stosowaniem metody ilorazu wiarygodnosci. Logarytmiczna funkcja wiary-
godnosci dla modelu (2.42) ma postaé

1OgL(IU, g, Zl; ZQv ey ZT) =

1 1 2 71— /(1 — 2
= —log(2m) — = log — 5 (4~ 1/ '201)) +
2 2 L—p1 20°/(1 = pf)
T-1 T-1 L (Zy— = p1Zi1)?
— log(27) — logo? — . (2.43
og(2n) LY s (2.43)

Na gruncie zasady ilorazu wiarygodnosci, testowanie hipotezy zerowej obej-
mujacej tacznie parametry u, o i p; wykonuje sie za pomocsy statystyki

LRy = —2(log L(0,1,0, Z1, Zo, ..., Zr)+
_10gL(ﬂ7&7ﬁ17Z17Z27"'7ZT)7 (244>

ktora ma asymptotyczny rozktad X%3)~
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Test autokorelacji, sformutowany z wykorzystaniem powyzszego modelu,
polega na weryfikacji hipotezy zerowej Hy : p1 = 0 wobec hipotezy alterna-
tywnej Hi : p1 # 0 za pomoca statystyki

LRY = —2(log L(ji, 5,0, Z1, Za, .., Z)+
_logL(ﬂ)a-apAbZlaZQa-"7ZT) (245)

)
o rozktadzie X(1)-

Uogdlnienie modelu (2.42) pozwala uwzgledni¢ hipotezy alternatywne moé-
wiace o autokorelacji wyzszych rzedow. Ogolny model, obejmujacy szeroka
klase zaleznosci, przyjmuje postaé

Zy=p+prZia+pelio+ ...+ pagZigt
+MZE o+l g 6L g e, €~ N(0,0). (2.46)

W najszerszej wersji testu weryfikuje sie hipoteze zerowa taczng Hy : p =
ONpr=po...=pg=m1="...=v =0Aoc=1,Vte 1,2,..,T, co oznacza
natozenie G + H + 2 restrykcji i korzystanie z rozktadu X%G FH42) [Berkowitz
2001].

W zaleznoéci od dostepnej liczby danych mozliwe sa dalsze uogdlnienia
modelu, obejmujace dynamike wyzszych rzedéw. Objecie hipoteza alterna-
tywng szerokiej klasy modeli zbliza test do testu nieparametrycznego, spraw-
dzajgcego wszelkie odstepstwa od modelu niezaleznych zmiennych losowych
o rozkladzie normalnym. Ponadto mozliwe jest wprowadzenie do modelu
zmiennych egzogenicznych.

2.3.3. Testy gestosci spektralnej

Jednym ze sposobéw badania okresowosci i korelacji w ekonomicznych pro-
cesach stochastycznych jest wykorzystane metod teorii sygnaléw rozwijanej
w fizyce. W teorii sygnaléw, zapis zmiennosci ustalonego parametru fizycz-
nego traktuje sie jako funkcje czasu i dazy sie do opracowania metod matema-
tycznych, ktore pozwola dokonaé¢ dekompozycji i poznaé pewne wlasnosci tej
funkcji. W tym celu wprowadza sie funkcje probkujaca, ktéra poprzez zadana
operacje matematyczng z funkcja badang daje wynik zalezny od obecnosci
szczegblnych wilasnoséci funkcji badanej. Wykorzystuje sie operacje mnoze-
nia, przy ktorej szczegdlna postaé jednego z czynnikéw wymusza zerowanie
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catego iloczynu. Operacja ta wykonywana jest w caltej dziedzinie. Najbar-
dziej ogdlng postaciag wzoru opisujacego powyzsza procedure jest

S = / "Xy, (2.47)

gdzie X jest funkcja badana, Y — funkcja probkujaca a interwal catkowa-
nia T powinien by¢ co najmniej réwny spodziewanemu okresowi badanego
przebiegu. Jezeli funkcje X i Y sg wobec siebie funkcjami ortogonalnymi, to
w przypadku braku réwnosci tozsamosciowej, wynik takiego catkowania jest
rowny zeru. Whasnoséé te wykorzystuje sie w analizie widmowej, ktorej celem
jest odnalezienie sygnaléw o okreslonej czestotliwo$ci w sygnale tacznym?!!.

Podstawsg analizy widmowej jest twierdzenie Fouriera, méwiace, ze kazdy
przebieg okresowy da sie wyrazi¢ jako kombinacje liniowa elementarnych prze-
biegéw okresowych, jakimi sa funkcje sin(z) i cos(x). Jezeli zatem X jest
funkcjg okresows, to da sie ja przyblizy¢ za pomocg wzoru

o0
X(t) = Z ag, cos kwot + by, sin kwot, (2.48)
k=—c

gdzie ay i by, k € Z nosza nazwe wspoétczynnikéw Fouriera. Wartosci wspét-
czynnikow Fouriera otrzymuje sie za pomocsg catek

1 (%
a = 7 / . X (t) cos kwotdt, k € Z, (2.49)
T2
1 [z .
b= / ' X(t)sin kwotdt, k€ Z. (2.50)

2

11 W naukach ekonomicznych szczegdlnym przykladem operacji prébkowania jest wy-
znaczanie wartosci funkcji autokorelacji px procesu stochastycznego (X (t))f2_ ... Funk-
cje autokorelacji mozna przedstawié¢ jako calke z iloczynu funkcji badanej i probkujace;j.
W przypadku autokorelacji rzedu h funkcja prébkujaca nie jest funkcja trygonometryczna
lecz ta sama funkcja przesunieta w czasie o h, h € R,

px(h) = lim —/ (X)) — E(X@)(X(t—h)— E(X(t—h)))dt.

Dla h = 0 funkcja autokorelacji przyjmuje wartos¢ maksymalna. Jezeli analizowana
funkcja jest funkcjg okresows, to funkcja autokorelacji przyjmuje warto$¢ maksymalng
dla h réwnemu jej okresowi lub wielokrotnosci tego okresu.
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Proces wyznaczania wspotczynnikéw ap i by nazywany jest prostym prze-
ksztalceniem (transformacja) Fouriera, natomiast proces sumowania wszyst-
kich sktadowych funkcji X nazywany jest odwrotnym przeksztalceniem Fo-
uriera. W procesie rozktadu funkcji okresowej otrzymuje si¢ sktadowe, kto-
rych czestotliwosci w sa wielokrotnosciami czestotliwo$ci podstawowej wy.
Prosta transformata Fouriera przenosi sygnal z dziedziny czasu w dziedzine
czestotliwosci, natomiast transformata odwrotna z dziedziny czestotliwosci
w dziedzine czasu.

Reprezentacja sygnatu w dziedzinie czestotliwosci za pomoca wspotezyn-
nikow ag, i by nazywana jest widmem. Jezeli w widmie nie jest obecny sktadnik
odpowiadajacy danej czestotliwosci to wsréd wyrazéw ay, i by nie ma zadnego
wyrazenia podniesionego do kwadratu. Pod wszystkimi catkami sa iloczyny
cos kwot ani sin kwyt o réznych czestotliwosdciach, co przy odpowiednio dtugich
interwalach catkowania daje wynik zero. Jezeli czestotliwo$¢ funkcji prob-
kujacej jest rowna czestotliwosci ktorejs ze sktadowych obecnych w funkcji
analizowanej, wowczas caltka jest rézna od zera a jej warto$¢ proporcjonalna
do wspotczynnika ay lub b.

Korzystajac z teorii spektralnej w analizie ryzyka, proponuje sie konstruk-
cje testu autokorelacji VaR oparta na pojeciu gestosci spektralnej (widmo-
wej), ktora jest transformata Fouriera funkcji autokowariancji procesu prze-
kroczen (I;)L_, [Durlauf 1991]. Wykorzystuje si¢ fakt, ze transformacja Fo-
uriera jest przeksztatceniem bezstratnym, w tym sensie ze gestos¢ spektralna
zawiera te samg informacje o strukturze czasowej procesu co wyjsciowa funk-
cja autokorelacji. W terminach zawartosci informacji funkcje gestosci spek-
tralnej i autokorelacji sg tozsame, natomiast kazda z nich w inny sposéb
eksponuje wlasnosci szeregu czasowego'?. Dzieki temu mozliwe jest konstru-
owanie testéw opartych na gestodci spektralnej, charakteryzujacych sie wyz-
szg mocg wobec pewnych klas hipotez alternatywnych, dotyczgcych struktury
korelacyjnej procesu.

Rozwaza si¢ hipoteze zerowa méwigca, ze proces (1)L jest fragmentem
ciagu réznic martyngalowych Hy : E(I;|Q4—1) = p, gdzie € jest zbiorem
informacji dostepnym w momencie t a p € (0,1) jest ustalonym poziomem
tolerancji. Hipoteza ta réwnowazna jest stwierdzeniu, ze funkcje autokore-
lacji ps(h) oraz autokowariancji o(h) sa réwne zero dla wszystkich rzedéw
opOznien h.

12 Oméwienie spektralnych metod analizy korelacji z zastosowaniem do oceny ryzyka
mozna znalezé w literaturze polskiej [Malecka 2015] i zagranicznej [Berkowitz, Christof-
fersen i Pelletier 2011] oraz w zamieszczonych tam odniesieniach.
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Koncepcja testu polega porownywaniu funkcji gestosci spektralnej fr, sta-
nowiacej transformacje funkeji autokowariancji o (h),

ff(w):% S op(h)e e (2.51)
h

do teoretycznej funkcji gestoéci spektralnej procesu réznic martyngatowych.
Do wyznaczenia gestosci spektralnej zgodnej z hipoteza zerows wykorzystuje
sie asymptotyczne wtasnosci funkcji autokorelacji z préby. Przy zalozeniu
hipotezy zerowej'? zachodzi:

L. pr(h) %0,
2. VTp 4, N(0,I), gdzie I jest macierza jednostkowa stopnia H, p jest

H —elementowym wektorem autokorelacji a symbol 4, oznaczg stabg zbiez-
nosé¢ [Durlauf 1991].

7 powyzszych wlasnosci wynika, ze przy zalozeniu hipotezy zerowej gestosé
spektralna jest funkcja statg

_o1(0) _ p(1—p)
fr(w) = = = = (2.52)

Dystrybuanta odpowiadajaca funkcji gestosci spektralnej jest funkcjg liniowa
postaci
o1(0)

FI(A):/_/\HfI(w)dw: o ()\+H):p(121;p)(/\+ﬂ). (2.53)

Testowanie hipotezy Hj opiera sie na badaniu zbieznosci funkcji losowej
bedacej estymatorem gestosci spektralnej. Estymatorem gestosci spektralnej
(2.51) jest funkcja

1 T—1 )
P = — 51(h)e e 2.54
) =g, 2, e (2.54)

13 Wyprowadzenie asymptotycznych wlasnoéci funkcji autokorelacji z préby przepro-
wadza sie przy pewnych dos¢ ogélnych warunkach zwigzanych z momentami zmiennych
losowych tworzacych rozwazany proces stochastyczny [warunki te mozna znalezé w pracy
Durlauf 1991].
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Miarg odlegtosci miedzy gestoscig spektralng a teoretyczng funkcja statg jest
funkcja losowa dana wzorem

T-1
yr(w) = % <h__z(T:_1) or(h)e e — 01(0)>. (2.55)

Poniewaz powyzsza formuta opisuje funkcje losowa, nie mozna jej wykorzy-
sta¢ bezposrednio jako statystyke testowa. Funkcja ta nie jest punktowo
zbiezna ze wzgledu na brak zgodnosci estymatoréw dla poszczegdlnych cze-
stotliwoéci w. Przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej skumulowane
wartosci tej funkeji dgzg do zera, zatem jako miare rozbieznosci obserwacji
w stosunku do hipotezy zerowej mozna wykorzysta¢ funkcje

FT(A)::AA(Iﬁ(w)—-5;gp)dw, A e [0,11]. (2.56)

Jako podstawe konstrukeji testu statystycznego proponuje sie zmodyfikowang
posta¢ powyzszego wyrazenia

Ur(t) =T [ (Z((g; - oY =

sin hIIt
h )

T-1
:%ZWWM tefo,1, (2.57)
h=1

w ktérej przeprowadzono odwzorowanie A w I1t, t € [0, 1], przemnozono funk-

cje przez v/2 oraz dokonano normalizacji, dzielac przez "&(72). Dzieki temu

otrzymano formule wyrazona jako funkcja znormalizowanej wzgledem /T
autokorelacji z proby't. W stosunku do wyrazenia (2.56), zmodyfikowana
statystyka jest odporna na zjawisko heteroskedastycznosci [Durlauf 1991].

Przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy Hy zachodzi staba zbieznosé
Ur(t) 4 B(t), t € [0,1] gdzie B(t) jest mostem Brownal!® na [0, 1]. Opierajac
sie na powyzszej zbieznoéci mozliwe jest przeprowadzenie testu z wykorzysta-
niem kilku statystyk, ktére odwzorowuja funkcje losowa Ur(t) w zmienna lo-
sowa. Propozycje wystepujace w literaturze obejmuja: statystyke Andersona-

Darlinga
1 { f(t)Z
Dyp = dt 2.

14 Operacje te utatwiaja wyprowadzenie asymptotycznego rozktadu statystyki testowej
[dowéd — patrz Durlauf 1991].

5 Most Browna jest procesem Winera warunkowym wzgledem W (1) = 0, czyli B(t) =
W(t){W (1) =0}, ¢t €[0,1].
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statystyke Cramera von Misesa

1
SDevar — / U(t)2dt, (2.59)
0
statystyke Kolmogorowa-Smirnova
SDkg = sup |U(t)] (2.60)
te[0,1]
i statystyke Kuipera
SDgui = sup |U(t)—U(s)| (2.61)
0<s,t<1

[por. np. Durlauf 1991, Deo 2000].

2.4. Wielowymiarowe testy VaR

2.4.1. Test Ljunga-Boxa dla wielu poziomow VaR

Jako podejscie poérednie miedzy testami VaR dla jednego poziomu toleran-
cji a testami sprawdzajacymi zgodnosé catej funkeji gestodci zaproponowano
wielowymiarowy test VaR, stuzacy testowaniu modelu ryzyka jednoczes$nie na
wielu poziomach tolerancji [Hurlin i Tokpavi 2007]. Jednowymiarowe testy,
bazujac na procesie (I;)L_; zdefiniowanym jako proces wyjatkéw VaR na usta-
lonym poziomie tolerancji p (rozdz. 2.1.), pozwalaja jedynie na weryfikacje
modelu ograniczong do sprawdzania trafnosci prognoz dla jednego kwantyla
rozktadu stopy zwrotu. Z drugiej strony zastosowanie testéw wykorzystuja-
cych calg funkcje gestosci lub dystrybuante (rozdz. 2.3.), implikuje przytoze-
nie jednakowej wagi do prognozowania kwantyli z ogonéw jak i bliskich srodka
rozkltadu. Z punktu widzenia zarzadzania ryzykiem takie podejécie nie jest
wystarczajgco elastyczne, poniewaz najczesciej przedmiotem zainteresowania
jest szacowanie kwantyli pochodzacych z ogonéw rozktadéw. W szczegdlno-
Sci podejscie wykorzystujace caly rozktad zmiennej nie moze by¢ stosowane
do weryfikacji modeli wywodzacych sie z teorii wartosci ekstremalnych. Roz-
wigzaniem jest skorzystanie z testéw wielowymiarowych, ktére umozliwiaja
ograniczenie analizy do wybranego obszaru funkcji gestosci zmiennej losowej,
a zatem dostosowanie jej do potrzeb zarzadzania ryzykiem. Ponadto zasto-
sowanie testu wielowymiarowego umozliwia bezposredniag kontrole rozmiaru
testu, co stanowi o jego przewadze w stosunku do wielokrotnego testowania
VaR na wybranych poziomach tolerancji.
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Wielowymiarowy test VaR powstal jako uogélnienie testéw autokorela-
cji Boxa-Pierce i Ljunga-Boxa. Rozwazmy proces (X;)I_; X; ~ N(0,0?).
Zatézmy, ze rp, jest wspdtczynnikiem autokorelacji rzedu h, zmiennych X;
czyli
. Yl XX
Th = T 2
D=1 X;
h=12..,H 1< H < T. Korzystajac z wielowymiarowej normalnosci
wektora losowego (71,79, ..., ) [Anderson 1942] o wartosci oczekiwanej zero,
wariancji var(ry) = T(TT;fQ) i kowariancji cov(rg,ry) = 0, g,h = 1,2,..., H,
g # h, mozna pokazac, ze statystyka

)

H A2
7
LB=T(T+2 h 2.62
T+2)Y (2:62)
h=1
dla duzych T' ma rozktad x%.
Przyjmujac przyblizenie var(ry,) = %, zaproponowano test dla hipotezy

zerowej Ho : 1, =0, h=1,2,..., H postaci [Box i Pierce 1970]
H
BP =T #. (2.63)
h=1

Dalsze badania pokazaly, ze duze rozbieznosci miedzy empirycznym rozkta-
dem statystyki testowej (2.63) a teoretycznym rozktadem x?% wynikaja przede
wszystkim z przyblizenia (2.62) za pomoca formuly (2.63). Zaproponowano
zatem testowanie hipotezy Hg : rp, = 0, h = 1,2,..., H 7z wykorzystaniem
statystyki postaci (2.62) [Ljung i Box 1978].

Konstrukcja powyzszych testow opiera sie na zatozeniu normalnosci zmien-
nych w szeregu czasowym, co jest niezgodne z faktycznym rozkitadem I;.
W przypadku innych niz normalny rozktadéw zmiennych losowych korzy-
sta sie z wynikéw badan dotyczacych rozktadu wspétczynnikéow autokorelacji
z proby, pokazujacych ze asymptotyczna normalnosé wektora (rq,7g,...,7xH)
nie wymaga normalnosci zmiennych, potrzebne jest jedynie zatozenie o skon-
czonej wariancji [Anderson i Walker 1964].

Rozwazajac proces przekroczeni (1)L, badanie autokorelacji z wykorzy-
staniem powyzszego testu wymaga transformacji Hit; = I —p, ktora pozwala
otrzymac zerowa wartosé¢ oczekiwana F(Hit;) = 0. Wéwczas statystyka testu
Ljunga-Boxa przyjmuje postaé

H 4
Ph

LB =T(T+2) ,
T —h

(2.64)
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gdzie pp, sg wspotczynnikami autokorelacji rzedu h, h = 1,2, ..., H w procesie

Wielowymiarowy test VaR stanowi uogélnienie powyzszego testu Ljunga-
-Boxa. Przyjmijmy oznaczenie I(p) dla zmiennej indykatorowej méwiacej,
czy w okresie t, t = 1,...,T, wystapito przekroczenie VaR na poziomie to-
lerancji p. Zasady bezwarunkowego pokrycia oraz niezalezno$ci zmiennych
w procesie (I;(p)) zachodza jezeli Hit,(p) = I;(p) — p jest ciagiem przyrostéw
martyngatowych, czyli kiedy

E(Hity(p)|Q—1) = 0,

t=H+1,...T,1 < H <T, gdzie zbiér ;_; informacji dostepnych w okre-
sie t — 1 moze zawiera¢ nie tylko przeszte wartosci procesu przekroczen czyli
(Hity(p), Hits(p), ..., Hit;_1(p)), ale réwniez wartosci kazdej zmiennej do-
stepne w okresie ¢t — 1, takie jak przeszite prognozy VaR lub przekroczenia
VaR zwiazane z innym niz p poziomem tolerancji np. (Hiti(q), Hits(q), ...,
Hit;1(q)), ¢ € (0,1), ¢ # p.

Niech t € H + 1, ..., T bedzie ustalonym okresem. Wtasnosci ciagu przy-
rostéw martyngatowych implikuja, ze dla kazdej zmiennej X;_j, € 21 za-
chodzi E(Hity(p)) ® X¢—p) = 0, w szczegdlnodci z prawa iterowanej wartosci
oczekiwanej wynika, ze E(Hit,(p)) = 0 oraz dla kazdego h =1,...,t — 1

E(Hit,(p)Hiti—n(p)) = 0. (2.65)

Jezeli Hit,—p(q) € 1, to dla kazdych p,q € (0,1), p # ¢ i dla kazdego
h=1,2,..t—1
E(Hity(p)Hit;—p(q)) = 0. (2.66)

Réwnanie (2.66) stanowi podstawe wielowymiarowego uogdlniania testu
Ljunga-Boxa dla réznych poziomoéw tolerancji.

Niech p = (p1,p2, ---, Pm) bedzie ciagiem m réznych pozioméw tolerancji

z przedziatu (0,1), interesujacych z punktu widzenia zarzadzania ryzykiem.

Oznaczmy Hity = (Hiti(p1), Hity(p2), ..., Hiti(pn)) wektor zawierajacy in-

formacje o wyjatkach VaR w okresie ¢ dla poziomoéw tolerancji p1, pa, ..., Pm-

Zgodnie 7z wlasnocig niezaleznoéci dla procesu wektorowego (Hit;)L_, zacho-
dzi

cov(HityHit,—p) = E(Hit, Hit,_,) = 6, V, (2.67)

gdzie V jest m X m-wymiarows, symetryczng, niezerows macierza a oy jest

skalarem, takim ze
ldlah=0
=4 ’ (2.68)
0 dla h # 0.
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Korzystajac z powyzszej wtasnosci, hipoteze zerows formutuje sie w termi-
nach wspoétczynnikéw autokorelacji jako

Hy : cov(Hit,Hit;_p,) =0 VYh=1,2,...H (2.69)

lub w terminach niezaleznosci zmiennych

HO : E(Hitt(pi)Hitt,h(pj)) = 0
Vh=1,2,.,H, Vi,j=12..,m. (2.70)

Oznaczmy Ch empiryczna macierz kowariancji wektora Hit; dla ustalo-
nego rzedu opdznienia h € {1,2,..., H}.

T
Ch = [tyjn] = Y Hit,Hit_,.
t=h+1

Niech Ry, = DC,D, gdzie D jest macierza diagonalna, posiadajaca na prze-
katnej odchylenia standardowe zmiennych Hiti(p;), czyli /o dla
t=1,2,...,m. Wielowymiarowa statystyka testu autokorelacji ma postac

H
LBy =T (vecky) (Ry' x Ry')(vecky), (2.71)
h=1

gdzie vec dla m X m-wymiarowej macierzy oznacza wektor, w ktorym element
(7,7) macierzy znajduje sie na pozycji (j — 1)m + 1. Korzystajac z badan
dotyczacych wielowymiarowych testéw autokorelacji otrzymuje sie, ze przy
zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej statystyka (2.71) ma asymptotyczny
rozktad X%Hmz) [Li i McLeod 1981].

Przeprowadzenie testu LBy wymaga wyboru parametréw m i H. Ze
wzgledu na przeznaczenie testu rozwaza sie wartoSci m > 2, co oznacza,
ze weryfikacja modelu ryzyka uwzglednia co najmniej 2 poziomy tolerancji
VaR. Zwigkszanie m wiaze si¢ ze wzrostem mocy testu. 7 drugiej strony, ba-
danie ryzyka koncentruje sie zwykle na lewym ogonie rozktadu stopy zwrotu,
co powoduje, ze wybrane poziomy tolerancji p;, « = 1,2, ..., m, sg bliskie zeru
i pochodza z waskiego zakresu. Wybdér m moze stwarza¢ problemy oblicze-
niowe, gdyz wyznaczenie wartosci statystyki LBy mozliwe jest jedynie pod
warunkiem, ze macierz Ry jest nieosobliwa. Wykorzystanie wielu zblizonych
pozioméw tolerancji zwigksza prawdopodobienstwo, ze macierz Ry bedzie
osobliwa. Zatem zwigkszanie m przy jednoczesnym ograniczeniu badania do
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okreslonego zakresu kwantyli rozktadu moze prowadzi¢ do niemozliwosci ob-
liczenia wartosci statystyki. Autorzy testu sugeruja wykorzystanie dwéch lub
trzech pozioméw tolerancji, czyli m = 2,3 [Hurlin i Tokpavi 2007].

Wartos¢ H wplywa na szybkos¢ zbieznosci rozktadu statystyki LBy do
teoretycznego rozktadu X%ng). Jak pokazaly badania, wybér H powinien
korespondowaé zaréwno z wartoscia T' jak i m. Eksperymenty symulacyjne,
badajace rozbiezno$¢ miedzy rzeczywistym a teoretycznym rozktadem po-
kazalty wyrazna tendencje statystyki Kolmogorova-Smirnova do odrzucania
hipotezy o zgodnosci rozktadéw dla duzych H. Dla préb o rozmiarach mie-
dzy T = 250 a T' = 1000 obserwacji autorzy sugeruja wartoéci H =1,2,...5
[Hurlin i Tokpavi 2007].

2.4.2. Propozycja zastosowania wielowymiarowego testu
macierzy korelacji

Innym sposobem weryfikacji hipotezy o autokorelacji przekroczen dla wielu
roznych poziomoéw tolerancji VaR moze by¢ zastosowanie wielowymiarowych
metod opartych na macierzy korelacji. Rozwazmy test niezaleznosci podwek-
toréw losowych [por. np. Rencher 2002]. Podstawa tego testu jest zalozenie,
ze wektor wszystkich obserwowanych zmiennych losowych mozna podzieli¢ na
podwektory, w ktérych kazdy zawiera powigzane ze soba zmienne. Weryfika-
cja hipotezy o niezaleznosci polega na sprawdzeniu, czy zmienne znajdujace
sie¢ w okreslonym podwektorze s niezalezne od wszystkich zmiennych naleza-
cych do innych podwektoréw. Konstrukcja testu opiera si¢ na zasadzie ilorazu
wiarygodnoéci i wykorzystuje estymatory macierzy korelacji podzielonej na
bloki odpowiadajace poszczegdlnym podwektorom.

Zastosowanie testu macierzy korelacji do oceny modelu opartego na VaR
wymaga przyjecia, ze wektor wszystkich obserwowanych zmiennych zawiera
ciagi przekroczen VaR na réznych poziomach tolerancji, we wszystkich obser-
wowanych momentach. Nastepnie nalezy utworzy¢ podwektory losowe gru-
pujace przekroczenia VaR na réznych poziomach tolerancji, ktére wystapity
w tym samym czasie.

Niech X bedzie wektorem losowym o rozktadzie X ~ N, (i, ). Zat6zmy,
ze wektor n zmiennych losowych X zostal podzielony na H + 1 podwektoréw
sktadajacych sie z pewnych powiazanych zmiennych

X = (Xo, X1, ..., Xn). (2.72)
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Wtedy macierz kowariancji > mozna zapisa¢ w postaci blokowej

Yoo o1 - 2om
210 211 ces ElH

-7 g (2.73)
EHO EHl cos EHH

gdzie my, jest liczba zmiennych nalezacych do podwektora X, h = 0,1, ..., H,
mi1 + ms + ... + mg = n. Przy powyzszych oznaczeniach Xy, Xy, ..., Xy
nie reprezentuje proby prostej lecz podziat wektora losowego. Rozwazmy
hipoteze zerowa mowigcg o niezalezno$ci podwektorow Xg, Xy, ..., X, tj.
Hy:Yg,=0,9,he€{0,...,H}, g # h, ktéra rownowaznie mozna zapisaé

Yo 0 .. O
0 Yy .. O

Hy:X=| . . , (2.74)
0 0 .. Spu

W celu zastosowania omawianego testu do weryfikacji modelu opartego
na mierze VaR, przyjmijmy jak poprzednio oznaczenie I;(p), t = 1,...,T,
€ (0,1) dla zmiennych tworzacych proces przekroczeri VaR na poziomie
tolerancji p oraz zatézmy, ze p = (p1, p2, ..., Pm) jest ciagiem m pozioméw to-
lerancji rozwazanych w badaniu. Niech Hiti(p) = I;(p) —p. W ocenie modelu
VaR wektor obserwowanych zmiennych ma postaé¢ Hit = (Hit:(py), Hiti(p2),
vy Hite(pmgy)s -y Hiti—g(p1), Hite—g(p2), ..., Hiti—g(pmy)). Zmienne te
mozna pogrupowaé w podwektory Hit;—p = (Hiti—p(p1), Hiti—p(p2), ...,
Hit,_n(pm,)), h = 0,1,...,H, 1 < H < T, obejmujace jeden okres oraz
wszystkie rozwazane w tym okresie poziomy tolerancji.

Wynikajaca z kryteriéw oceny modeli VaR wlasno$é ciagu przyrostow
martyngatowych implikuje

Hy : cov(Hit Hit;—p) =0 Yh=1,2,....H, (2.75)

co za pomocyg macierzy kowariancji wektora Hit mozna przedstawié¢ jako
Hy : cov(HitHit) =
cov(Hit Hity) 0 0

0 cov(Hity_1Hity_ 0
. ( t'l —1) . (2.76)

0 0 . cov(Hity_g Hity_pr)
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Powyzszy zapis odpowiada hipotezie zerowej (2.74), gdzie przyjmuje sie, ze
Shn = cov(Hity_pHiti—p), h=10,1,..., H.

Statystyka testu ilorazu wiarygodnosci dla powyzszej hipotezy ma postaé

detR
det ﬁoo det ﬁ'll ---det ]Z_A{HH’

(2.77)

1 _
=

gdzie f{hh, h = 0,1,..., H jest macierza korelacji z proby dla podwektora
Hit,_5 a R jest estymatorem macierzy korelacji dla wektora Hit przy za-
lozeniu, ze zachodzi Hy, czyli Ry, = 0, g,h = 0,1,..., H, g # h. Mozna
pokazaé, ze dla H = 1 powyzsza statystyka ma rozklad Wilksa [Rencher
2002, s. 259-261]. W przypadku braku normalnosci obserwowanego wektora
losowego, analogicznie jak w tescie Ljunga-Boxa, korzysta sie z twierdzen
asymptotycznych. Przy H > 1 korzysta sie z przyblizania rozkladem y?
rozktadu zmodyfikowanej statystyki

LRy = (N —1)cln LRy, (2.78)
gdzie
C = 1— m(Qag —+ 3@2),
a2 2 dl 2 3 & 3
b:?, as =n —th, ag =n —Zm,w
h=0 h—1

natomiast N jest liczebnoscia proby.

Liczba parametréw w macierzy o wynosi %N (N + 1) natomiast przy za-
tozeniu hipotezy Hj liczba parametréw w kazdej z macierzy Xy jest réwna
%mh(mh +1). Daje to catkowita liczbe parametréw w modelu z restrykcjami
% S my(my,41). Stad liczba stopni swobody, réwna réznicy miedzy liczbg
parametréw w modelu bez restrykeji a liczbg parametréw w modelu z restryk-
cjami, wynosi

1 1
fN(N—l—l)—meh(mh—%—l):—:b.
2 2h:0 P

Rozktad statystyki LRy mozna zatem przybliza¢ rozktadem y7 [Rencher
2002, s. 261-262].

W typowych sytuacjach zwiazanych z oceng ryzyka mozna sie spodziewac,
ze wybér analizowanych pozioméw tolerancji nie zalezy od rzedu opdznienia
zmiennej reprezentujacej przekroczenia VaR. W przypadku gdy w kazdym
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wektorze Hit;_j rozwazane sg te same poziomy tolerancji wszystkie badane
podwektory majg te samg liczbe elementow, mg = m; = ... = myg = m.
Wtedy we wzorze (2.78) odpowiednie wyrazenia upraszczaja sie do postaci

b:%, az =n*— (H+1)m? az3=n>—(H+1)m?.

2.5. Testy ES

2.5.1. Testy parametryczne

Testy ES proponowane w literaturze réznia sie miedzy soba pod wzgle-
dem sposobu sformutowania hipotez statystycznych, co powoduje, ze wery-
fikuja modele ryzyka pod réznymi aspektami. Najbardziej restrykcyjnym
podejsciem jest test wielkoSci przekroczenia (ang. exception magnitude),
sprawdzajacy model ES poprzez zgodno$é¢ empirycznego i teoretycznego roz-
ktadu stopy zwrotu [Berkowitz 2001]. Stanowi on modyfikacje testu LRp
(rozdz. 2.3.2.), wykorzystujacego transformacje stopy zwrotu R; w zmienna
Zy = <I>’1(F r,(R:)). Podejécie zaproponowane przez Berkowitza umozliwia,
za pomocg powyzszej transformacji, weryfikacje zgodnosci empirycznego roz-
ktadu zmiennej R; z rozkladem teoretycznym poprzez testowanie istotnosci
parametréw w modelu regresji ze sktadnikiem losowym o rozktadzie normal-
nym (przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej). Zastosowanie powyz-
szej procedury testowej, w jej klasycznej wersji, prowadzi do odrzucenia mo-
delu ryzyka jezeli wystapi niezgodno$é rozktadéw zaréwno w ogonach jak i w
obszarze srodka rozktadu. W celu opracowania procedury koncentrujacej sie
na ogonie rozktadéw zaproponowano konstrukcje testu opartego na cenzuro-
wanej funkcji wiarygodnosci. Dzieki temu otrzymano test majacy zastosowa-
nie do sprawdzania zgodnosci najwiekszych odchylen stopy zwrotu z modelem
ES. Obszar krytyczny wyznaczony dla funkcji gestosci ogona rozktadu wyko-
rzystywany jest jako przyblizenie obszaru krytycznego dla sredniej wielkosci
przekroczenia ponad ustalony poziom tolerancji tj. E(R;|R; < VaRy,).

W teécie wielkosci przekroczen VaR, podobnie jak w teScie Berkowitza
dla catego rozktadu stopy zwrotu, rozwaza sie model

Zy—p=p1(Zi1 —p) + e, €~ N(0,0%), (2.79)

gdzie Z, = @ Y(Fg,(Ry)), t = 1,...,T, jest zmienng losowa otrzymana w wy-
niku podwojnej transformacji. W pierwszym kroku transformacji, przy za-
tozeniu poprawnej specyfikacji funkcji gestosci stopy zwrotu w modelu ES,
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otrzymuje si¢ zmienng o rozktadzie réwnomiernym U ), ktéra w drugim
kroku przeksztalca si¢ w zmienna o rozkltadzie normalnym. W odpowiednio

skonstruowanym modelu powinien zatem zachodzi¢ warunek (2.41) postaci

Zy £y N(0,1), t = 1,...,7. W podstawowym podejsciu proponuje sie zato-

zenie p; = 0 i testowanie hipotezy zerowej Hy : p = 0, 0 = 1 wzgledem
hipotezy alternatywnej Hg : u # 0, o # 1.

W celu zawezenia procedury jedynie do badania ogona rozkladu stép
zwrotu, wykorzystuje sie wartosci zmiennej Z; wykraczajace poza ustalony
prog. Definiuje sig proces przekroczeri zmiennej Z; ponad prog ®—1(p),

0 dy Z, > &1
Zt* _ ) gay 4 = 71(]7), (280)
Zt7 gdy Zt <o (p)a
t = 1,...,T, gdzie p jest poziomem tolerancji przyjetym przy szacowaniu

parametréw modelu ES.

W rozwazanym modelu cenzurowana logarytmiczna funkcja wiarygodno-
sci parametréow i o dla proby Z7, Z3, ..., Z1 ma postac

-1 p) —
_Zl < )1(2* Zt —|—Zln <1—q)<(0_)'u)>1(zt*_0):
= 11 2o’ L Zr 2)1
—Z ) n( 7“7)—@( P = 1)) Yzr=z,)

: n iln (1 _ cp(q)l(]’)_“))l(zt*_o). (2.81)

g

Statystyka testowa oparta na funkcji wiarygodnosci powyzszej postaci
weryfikuje zgodnosé rozkladéw na podstawie wybranego ogona. Pierwszy
sktadnik wyrazenia jest funkcjg wiarygodnosci obserwacji najbardziej odda-
lonych od srodka rozktadu, pochodzacych z rozktadu normalnego, uznanych
za kluczowe z punktu widzenia ryzyka, natomiast drugi sktadnik moze by¢ in-
terpretowany jako czynnik normalizujacy, wynikajacy z cenzurowania proby.

Wedhug zasady ilorazu wiarygodno$ci, testowanie hipotezy zerowej obej-
mujacej parametry p i o wykonuje sie za pomocs statystyki

LRES = —2(InL(0,1,Z;,Z3, ... Z%) —In L(1,6, 2, Z3, .., Z3),  (2.82)

ktéra ma asymptotyczny rozktad X%g) [Berkowitz 2001].
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Analogicznie jak w teécie Berkowitza dla calego rozkladu, rozszerzeniem
powyzszego podejscia jest badanie autokorelacji najwiekszych przekroczen
poprzez test istotnosci parametru p; w rozwazanym modelu. Ogodlna wersja
testu moze zawiera¢ wspotczynniki autokorelacji wyzszych rzedoéw. Podejécie
to moze by¢ réwniez modyfikowane poprzez rozszerzenie modelu (2.79) o inne
zmienne objasniajace, jak przeszte poziomy VaR czy oszacowania wczesniej-
szej zmiennosSci. Statystyka testowa (2.82) opisuje wszelkiego rodzaju roz-
bieznoéci miedzy wynikami préby a zakladanymi wartosciami parametréw
wio.

Test wielkoéci przekroczen LRE® stanowi posrednie podejscie pomiedzy
testami weryfikujacymi modele VaR i ES w sposéb punktowy, w oparciu
o wybrang statystyke jak érednia wielko$¢ przekroczenia czy kwantyl roz-
ktadu a testami badajacymi zgodno$é¢ catego rozktadu. Oméwiony test jest
testem zgodnoéci dla ogona rozkladu, oparty jest wiec na wieckszej iloéci in-
formacji w stosunku do testéw poréwnujacych prognozowang oraz zrealizo-
wang Srednig wielko$¢ najwiekszych przekroczen, co pozwala uzyskaé wieksza
moc. Z drugiej strony, z konstrukeji testu wynika, ze ma on jedynie moc wy-
krywania niezgodnosci rozkladow poprzez dwa pierwsze momenty i o oraz
ewentualne wspotczynniki autokorelacji. Zastosowanie tej procedury jest nie-
zalezne od rozktadu zmiennej R;. Innym rozwiazaniem, omijajacym problem
zalozen o rozktadzie stopy zwrotu jest wykorzystanie nieparametrycznych
metod bootstrapowych opisanych nizej.

Ze wzgledu na definicje ES jako wartosdci oczekiwanej ogona rozktadu
(w przypadku zmiennych losowych ciggtych) naturalnym sposobem weryfi-
kacji modelu ES jest poréwnywanie oszacowan tej miary ze Srednig war-
todcia skrajnych obserwacji. Problem konstrukcji takiego testu polega na
nieznajomosci rozktadu odpowiedniej statystyki. Jako mozliwe rozwigzanie
zaproponowano wykorzystanie techniki punktu siodtowego'®, umozliwiajacej
przyblizanie rozktadéw sum zmiennych losowych z wykorzystaniem funkcji
generujacych momenty i kumulanty odpowiednich rozktadéw oraz ich po-
chodnych [Wong 2008]. Metoda Wonga oryginalnie opracowana zostala dla
rozktadu normalnego stopy zwrotu, mozliwe jest jednak jej stosowanie dla
dowolnych rozktadéw. W odréznieniu od testu wielkogci wyjatkéw LRES,
sprawdzajacego zgodnos$é rozktadow, test oparty na technice punktu siodto-
wego dedykowany jest weryfikacji hipotezy o wartosci miary ES.

16 Technika punktu siodtowego umozliwia przyblizanie rozktadu sumy zmiennych lo-
sowych bez wykorzystania twierdzen granicznych [Lugannani i Rice 1980, jej oméwienie
i rozszerzenie mozna znalez¢ w pracy Butler i Wood 2004].
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Rozwazmy stope zwrotu R; pochodzaca z rozkladu normalnego o dys-
trybuancie ® i gestosci ¢, zalézmy ponadto, ze rozktad ten jest niezmienny
w czasie i oznaczmy R = Ry, t = 1,...,T. Wéwczas mozna zapisaé E£S,(R;) =
ES,(R),t =1,...,T oraz sformulowa¢ hipoteze zerowa jako Hy : ESy(R) =
ES;SO)(R) wobec hipotezy alternatywnej H; : ES,(R) > ESI(,O)(R). W przy-
padku testowania hipotezy zaktadajacej rozktad normalny stopy zwrotu przyj-
muje sie ES](QO)(R) = —ux, gdzie px jest wartoscia oczekiwana odpowiednich
skrajnych obserwacji rozkltadu normalnego.

Okreslmy zmienng losowsa X za pomocs wzoru

P(X <) = P(R<1|R < q(p)) = m r<alp).  (283)

gdzie q(p) = ®1(p) jest kwantylem rozktadu normalnego rzedu p. Zmienna
X reprezentuje zatem stope zwrotu pod warunkiem, ze R < ¢(p) a oczeki-
wany niedob6r ES na poziomie tolerancji p wyraza sie jako —E(X). Funkcja
gestodci X jest

1
fx(z) = Fb(m), (2.84)
natomiast dystrybuanta
Fi(a) = - 0() (2.85)

dla x < ¢(p). Za pomoca funkcji generujacej momenty tatwo uzyskuje sie
warto$¢ oczekiwang i wariancje zmiennej X. Funkcja generujagca momenty
zmiennej X ma postaé¢ [Wong 2008]

1 2

Mx(t) = Ee%qb(q(p) —t), (2.86)

a jej pochodne dane sg wzorami
M () = M () = " o(q(p). (2.87)
M () = M5 (1) + Mx(®) = e g(p)oa(p), (2.88)

MP @) = @) + (k- )MED (1) - ;eq@ﬁq(p)“f-lw(q(p)),
k>3, (2.89)
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Woéwezas wartos¢é oczekiwana i wariancja zmiennej X dane sa odpowiednio

wzorami
a(p)

¢q(p) _ e
—B(x)=-21%) _ , 2.90
_al)
o2 —war(x) = 1 1@O®)  H o de 5o
X (X) D Hx o Hx ( )
Poniewaz ES,(R) = —FE(X), to érednia z préby —X jest naturalnym

estymatorem tej miary i jest ona wykorzystywana jako statystyka testowa
S, weryfikujaca hipoteze o wartosci ES, czyli S = —X. Wnioskowanie sta-
tystyczne na podstawie S wymaga znajomosci rozktadu tej statystyki lub
przynajmniej odpowiedniej p-warto$ci. Wykorzystanie faktu, ze %
ma asymptotyczny rozklad normalny wydaje si¢ nieodpowiednie w Swietle
niewielkiej liczy wyjatkow VaR wystepujacych w praktyce, proponuje sie za-
tem szacowanie prawdopodobienstwa P(X < ) z wykorzystaniem przybli-
zonego rozktadu sumy zmiennych losowych, otrzymanego technika punktu
siodtowego. Za pomocg funkcji generujacej kumulanty mozna zapisaé funk-
cje gestosci éredniej X jako

fz(@) = % / eV KX () =it2) gy (2.92)

gdzie Kx(t) = InMx(t) jest funkcja generujaca kumulanty zmiennej X.
Woéwezas

_ a(p) 1 s+ico _
P(X >1)= / fx(u)du = — / eNExO—te) =1y (2.93)
z 2117 Js—ico
gdzie s jest punktem siodtowym spetniajacym
K'(s)=1= (2.94)
[Wong 2008]. Mozna pokazaé, ze jezeli s spetnia (2.94), to, z wykorzysta-
niem tego punktu, mozliwe jest przyblizenie powyzszego prawdopodobien-

stwa P(X > &), dzigki czemu uzyskuje si¢ formute stanowiaca przyblizenie
p-wartosci w tedcie dla ES:

®(E) — ¢(&)(E —t +O(N7F))  dlaz <qlp),

2.95
1 dla z > q(p), (2.95)

P(ng)z{

gdzie n = s\ /NK%(s), ¢ = sgn(s)y2N(sT — Kx(s)), T # [
[Lugannani i Rice 1980].
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Chociaz przedstawiona wyzej procedura zaklada normalno$é!” rozktadu
stopy zwrotu R, mozliwe jest przeprowadzenie testu opartego na technice
punktu siodtowego dla innych rozkladéw, wymaga to jednak dodatkowych
obliczen zwigzanych z wyznaczeniem funkcji generujacych momenty, kumu-
lanty, ich pochodnych oraz zastosowaniem wzoru (2.93). Alternatywnym
rozwigzaniem w przypadku przyjecia zalozenia o innym rozkladzie jest wy-
korzystanie transformacji przeksztatcajacej zmienne o ustalonym rozktadzie
Fr,,t—1,2 ..., T, w zmienne o rozkladzie normalnym, analogicznie jak w te-
stach LRp (rozdz. 2.3.2.) oraz LRES.

Przewagg testu S opartego na technice punktu siodtowego w stosunku do
testu LRES jest wykorzystanie przyblizenia dla rozkladu sumy zmiennych
losowych z pominieciem przejécia asymptotycznego, co umozliwia stosowa-
nie procedury przy niewielkich rozmiarach proby. Jest to szczegélnie istotne
w przypadku testéw ES, ktore opieraja sie wylacznie na obserwacjach prze-
kraczajacych VaR, stanowiacych niewielka cze$¢ catkowitej liczby obserwacji.
Test S mozliwy jest do przeprowadzenia w sytuacji zaobserwowania tylko jed-
nego wyjatku VaR.

W przypadku zmiennych losowych cigglych, definicja miary ES sprowa-
dza sie do wartosci oczekiwanej, zatem mozna rozwaza¢ testowanie modelu
ES za pomocy regresji liniowej. Wykorzystuje sie tu analogie pomiedzy mo-
delem regresji liniowej a pojeciem warunkowej wartosci oczekiwanej. Warto$é
oczekiwana réznicy miedzy stopa zwrotu a wartoscig miary ES, pod warun-
kiem, ze stopa zwrotu przekracza VaR, wynosi zero, co wynika bezposrednio
z definicji miary ES. Przy poprawnym modelu ES wszelkie regresje objasnia-
jace te réznice za pomoca dostepnych zmiennych sa statystycznie nieistotne.
Proponuje sie zatem konstrukcje testu w oparciu o badanie istotnosci regresji
roznicy miedzy stopg zwrotu a oszacowaniem ES wzgledem wektora X; 1,
zawierajacego zmienne dostepne w okresie t — 1, w szczeg6lnosci opdznienia
stopy zwrotu od 1 do H:

—R; — ES,(Ry) = a+bX;_1 + ¢, gdzie Ry < —VaR,(Ry), (2.96)

t=H+1,...T,1 < H <T. Powyzsza regresje definiuje sie jedynie dla stép
zwrotu przekraczajacych VaR, pozostate obserwacje usuwane sa z proby. Za-
ktada sie, ze €; sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozkta-
dzie oraz sg niezalezne od X;_1. Weryfikacja poprawnosci modelu ES moze
polega¢ na sprawdzaniu istotnosci parametru a (Hp : a = 0) parametru b

17 Sposéb wyznaczania punktu siodtowego s w przypadku rozktadu normalnego mozna
znalez¢ w literaturze [Wong 2008].
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(Hp : b = 0) lub obu parametréw tacznie (Hy : a = 0 A b = 0) za pomoca
standardowej statystyki Fischera, oznaczanej w tym przypadku Feyp, [Chri-
stoffersen 2012, s. 308-309].

Whioskowanie statystyczne na podstawie regresji (2.96) moze byé¢ obar-
czone btedami ze wzgledu na niespetnienie zalozen o sktadniku losowym ;.
W ogélnym przypadku, zaréwno zmienna R; jak i ES,(R;) posiadaja roz-
ktady charakteryzujace si¢ zmiennoscia w czasie, co przektada si¢ na brak
stacjonarnosci sktadnika losowego €; 1 moze skutkowaé brakiem zbieznosci
rozktadu statystyki Fep, do rozktadu Fiszera. Podstawowym problemem
moze by¢ heteroskedastycznosé wynikajaca ze zmiennosci wariancji zmiennej
R;. Ze wzgledu na mozliwos¢ popelniania duzych btedéw pierwszego rodzaju,
wynikajacych z réznicy miedzy rzeczywistym a teoretycznym rozkltadem sta-
tystki testowej, w niniejszej pracy proponuje sie przeprowadzenie standary-
zacji zmiennej objasniajacej wzgledem odchylenia standardowego o;. W tym
celu nalezy wykorzystaé estymator ;. Procedura standaryzacji zmiennej ob-
jasnianej prowadzi do regresji postaci

—R; — ES,(Ry)

Ot

=a* + "X + ¢, gdzie Ry < —VaR,(Ry),  (2.97)

t=H+1,...T, 1 < H <T. Zakladajac stacjonarnos¢ zmiennych objaénia-
jacych X;_; otrzymuje sie, ze € jest zmienng losowa posiadajaca rozktad
w przyblizeniu stacjonarny, t = H + 1,...,T. Tak samo jak w przypadku te-
stu opartego na regresji (2.96), zmodyfikowany test F¢,, oparty na réwnaniu
(2.97), wykorzystuje statystyke Fischera.

Parametryczny charakter powyzszych testéw pozwala spodziewaé sie wyz-
szej mocy niz w przypadku procedur nieparametrycznych. 7 drugiej strony
konieczno$¢ przyjecia zalozenia o rozkladzie stopy zwrotu naklada ograni-
czenia na ich stosowanie w praktyce. Niezbedne jest rozwazenie bltedow wy-
nikajacych z przyjecia rozktadu niezgodnego z rzeczywistym, co moze by¢
skomplikowane i przemawia za poszukiwaniem metod nieparametrycznych.

2.5.2. Testy nieparametryczne

Przedstawione wyzej testy parametryczne miary ES bazuja na transforma-
cjach wyjsciowego procesu stopy zwrotu lub procesu przekroczen, prowadza-
cych do znanej postaci parametrycznej rozktadu. Bezposrednie zastosowanie
statystyki testowej, bedacej naturalng miara odlegtosci miedzy wartoscia ES
zgodna z hipoteza zerows a jej empiryczng realizacja nie jest mozliwe, po-
niewaz rozktad tej statystyki jest nieznany. W celu przeprowadzenia testu
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opartego na odlegtosci miedzy zaktadana a empiryczna wartodcig FES, pro-
blem nieznajomosci rozkltadu statystyki testowej mozna rozwigzal poprzez
wykorzystanie techniki testu bootstrapowego [Efron i Tibshirani 1993].

Zatézmy, ze (R;)1_, jest fragmentem §ciéle stacjonarnego procesu stocha-
stycznego reprezentujacego obserwacje logarytmicznej stopy zwrotu. Natu-
ralng miarg rozbieznosci miedzy modelem ES a obserwacjami stopy zwrotu
jest statystyka

V= ZtT:1 (Rt - (_ﬁSP(Rt)))1{Rt<V&RP(Rt)}

T
2i=1 Y r,<var, (R

(2.98)

Poniewaz w ogdlnym przypadku, gdy dopuszcza sie zmiennos¢ wariancji
procesu w czasie, szereg obserwacji (Ry, Ra, ..., Rr) nie stanowi préby pocho-
dzacej z jednakowego rozktadu, rozwaza sie podejscie oparte na warunkowych
resztach procesu przekroczen

_ R — (ZESy(Ry))

Ot

Ut : (2.99)

dla —R; > VaR,(R;), gdzie zakladany jest ogélny model stopy zwrotu po-
staci
Rt = WUt + O'tZt, (2100)

Zy sy niezaleznymi, jednakowo roztozonymi zmiennymi o wartosci oczekiwa-
nej zero i jednostkowej wariancji, ¢t = 1,..., 7" [McNeil i Frey 2000].

Przy zalozeniach fi; = g, 64 = oy i ﬁ’Zzl (p) = F*t1 (p) mamy

_ R — (=ESy,) _

U

Ot
et 012 — (fu+ G E(Zi| 2 < F' (p))
— -
it 0Zi— (At o BE(Z| 7 < Fl (D))
Ot

=7y — E(Z4|Z; < Fil(P))a (2.101)

gdzie F, ! (p) jest kwantylem rzedu p zmiennej losowej Z;.
Wprowadzenie dodatkowej standaryzacji postaci

N U,
U, = 2.102
' S (ZiZ < Fp) (2.102)
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umozliwia, przy zalozeniu var(Zi|Z, < FZ_tl(p)) = var(Z|Z; < FZ_tl(p)),
otrzymanie niezaleznych reszt warunkowych o jednakowym rozktadzie, zero-
wej wartosci oczekiwanej i jednostkowej wariancji'® [McNeil i Frey 2000].

Niech t; oznacza okres i-tego wyjatku VaR, gdzie i = 1,..., N, N jest
liczba wyjatkéw. Oznaczajac wartoéé¢ oczekiwana zmiennych U(Z) = Ut przez
W, tj. u=~F (U(z ), weryfikacje modelu ES przeprowadza sie w formie testu
hipotezy Hy : u = 0. Rozwaza si¢ statystyke

0 —p
U= , 2.103
S/VN (2.103)
gdzie
p=0,
- 1 M
U= _— A
N; (2)»

W celu weryfikacji hipotezy Hy nalezy wygenerowaé M préb bootstra-
powych Ufj,Ufj, ...,Uﬁyj, 7 = 1,..., M, wedlug rozktadu bootstrapowego,
w ktérym kazda obserwacja z proby f](l), U(g), LU (nv) ma jednakowe prawdo-
podobienstwo inkluzji do préby bootstrapowej, wynoszace % Na podstawie
j-tej wartosci préby bootstrapowej oblicza sie

- 1 XN
5B = NE_:UZ?}

N =

oraz _ _
Ujp—U;p
JB/\F

'® Analityczne postaci var(Zi|Z; < Fz'(p)) w przypadku, gdy Z; ~ N(0,1), Z; ~ S,
oraz w przypadku, gdy Z: — a|Z: > a ~ GPD(&,8) mozna znalezé w literaturze [np.
McNeil i Frey 2000, Righi i Ceretta 2013].

Ujp = (2.104)
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P-warto$¢ w tescie bootstrapowym wyznacza si¢ jako

M
_ L2 Yoo
1+ M ’

pn(U)

gdzie wartosé 1 jest dodawana w celu unikniecia zerowych p-wartogci'®.

Omoéwiony powyzej test bootstrapowy moze zosta¢ wykonany z pominie-
ciem standaryzacji (2.102). Wéwezas procedure przeprowadza si¢ na podsta-
wie reszt postaci (2.99).

Staboscig rozwazanych testow jest fakt, ze zaleza one od wyznaczonych na
podstawie pewnego modelu oszacowan VaR. Skutecznos¢ modelu VaR prze-
ktada sie na wynik testu, poniewaz w procedurze testowej uwzgledniane sg
jedynie te wyniki z préby (R, Re, ..., Rr), ktére wykraczaja poza oszacowana
warto$¢ VaR. Przy ztym modelu VaR, udzial takich obserwacji moze znacznie
roznié sie od zakladanego odsetka populacji, dla ktérego wyznacza sie éred-
nig wartosé¢ przekroczenia. Wprowadza sie zatem modyfikacje powyzszych
testow, wykorzystujaca kwantyl z préoby zamiast oszacowania VaR. W ten
sposéb w zmodyfikowanym tescie uwzgledniane sg wartosci zmiennej, ktore
w zaobserwowanej prébie wystapity w jednym ze ]l] skrajnych przypadkow.
Uwzgledniajac te modyfikacje otrzymuje si¢ statystyke postaci

_ i1 Delip,<p,y
Z?:l 1{Dt<DP}

v : (2.105)

gdzie Dy = Ry — (—ESP(Rt)), t=1,..,T, a D, oznacza kwantyl empiryczny
rzedu p szeregu (Dy, Ds, ..., D). W literaturze proponuje sie réwniez po-
taczenie statystyk V i V* oraz weryfikacje modelu ES na podstawie ngw

[Embrechts, Kaufmann i Patie 2005].

Statystyka V*, stanowiac odpowiednik miary odlegtosci (2.98), podob-
nie jak ona, nie jest poddawana standaryzacji ze wzgledu na odchylenie
standardowe zmiennych R, t = 1,...,7T, ktére moze ulegaé zmianom w cza-
sie. Uwzgledniajac problem heteroskedastycznosé w bazowym procesie stopy
zwrotu, mozna rozwazaé przeprowadzenie testu wprowadzajgc zmienng

R, — (~ES,(Ry))

o

U =

, (2.106)

19 Oméwienie metody bootstrap oraz testéw bootstrapowych mozna znalezé w litera-
turze statystycznej polskiej [np. Koriczak 2011, Pekasiewicz 2012, Domariski et al. 2014]
lub zagranicznej [np. Chernick 2008].
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dla wartosci speliajacych warunek D; < D), czyli U(*j) =U,,j=1,..,N%,
gdzie t; jest numerem j-tej obserwacji, ktéra mniejsza jest od kwantyla em-
pirycznego rzedu p, natomiast N* jest liczbg takich obserwacji. W oparciu
o otrzymang probe (U(*l)7 U(*z)’ oy U(*N*)) mozna przeprowadzi¢ test bootstra-
powy analogicznie jak dla zmiennych U, oraz U,. Oznaczmy u* = EUY).
Wéwezas statystyka testowa przyjmuje postaé

U* _ IL[/*
Ur=—=2_, 2.107
SV (2107
gdzie
=0,
_ 1 N
U = = 2. UG
j=1
oraz

1 X _
S* = 7]\7*—12( Gy — U2

J=1






Rozdziat 3

Ocena wtlasnosci
statystycznych testow
wartosci zagrozonej ( VaR)
i oczekiwanego niedoboru

(ES)

Rozwdj ztozonych, nieliniowych modeli statystycznych, zwigzanych z ocena
ryzyka rynkowego, doprowadzil do szerokiego wykorzystania metody naj-
wiekszej wiarygodnoéci, w oparciu o ktora skonstruowana zostata wigkszosé
testow rozwazanych w niniejszym badaniu. W przypadku testéw opartych na
tej metodzie przewaznie znane sa jedynie rozklady asymptotyczne. Czesto
konkurencyjne procedury testowe sg asymptotycznie rownowazne, réznig sie
jednak obliczeniowo oraz posiadajg inne wtasnosci dla préb skonczonych. Dla
niewielkich préb korzystanie z rozktadéw asymptotycznych moze prowadzié
do duzych btedéw, co zwlaszcza ma miejsce w sytuacji, gdy rozmiar préby
rozumiany jest jako liczba wyjatkéw VaR, ktéra zwykle jest mata.

W celu oceny prawdopodobienstwa btedu pierwszego oraz drugiego ro-
dzaju, w niniejszym rozdziale przeprowadzono analize poréwnawcza rozmiaru
i mocy testow stosowanych w ocenie modeli ryzyka rynkowego. Analiza
wtlasnosci testéw przeprowadzona zostata z wykorzystaniem metody Monte
Carlo. Symulacyjnie wyznaczono kwantyle rozkladow statystyk testowych
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dla préb skonczonych oraz oszacowano rozmiar testéow!. Jako wstep do ba-
dania symulacyjnego przedstawiono problem odpowiedniej konstrukcji eks-
perymentéw Monte Carlo, ze szczegdlnym uwzglednieniem eksperymentow
stuzgcych ocenie mocy testéw autokorelacji.

W rozwazanych testach autokorelacji VaR badanie mocy mozna przepro-
wadzaé¢ na podstawie réznych rodzajow eksperymentéw, wykorzystujacych
generowanie zmiennych zaleznych. W analizach zwigzanych z zarzadzaniem
ryzykiem zwykle przyjmowane sa eksperymenty reprezentujace procesy finan-
sowe, bazujace na modelu GARCH. Ze wzgledu na uniwersalny charakter
miar VaR i ES oraz szeroki zakres zastosowan, wykraczajacy poza rynek
finansowy, w niniejszej pracy zaproponowano rozszerzenie analizy mocy te-
stow z wykorzystaniem innych schematéw autokorelacji. Rozwazane byty
eksperymenty pozwalajace na generowanie danych skorelowanych o brzego-
wym rozkladzie gamma, ktére moga by¢ wykorzystane do odzwierciedlenia
zjawiska zwanego gromadzeniem wariancji. Analizowano struktury autoko-
relacji pierwszego rzedu oraz wyzszych rzedéw z wygasajacymi wyktadniczo
wspotezynnikami autokorelacji. Rozwazano réwniez generator bazujacy na
wlasnosci Markowa. Dla poszczegdlnych schematéw uwzgledniono rézng site
korelacji. Przedstawiono zwigzek miedzy okreslong strukturg autokorelacji
szeregbdw czasowych a wyborem testow statystycznych stosowanych w anali-
zie ryzyka.

W wyniku analizy rozmiaru i mocy wyltoniono grupy testéw gwarantujace
najwyzszy stopien kontroli nad btedem pierwszego rodzaju oraz najmniejszy
btad drugiego rodzaju. Podsumowujac analize poréwnawcza w ramach po-
szczegblnych grup testow, dokonano wyboru testow optymalnych w Sswietle
przeprowadzonego badania symulacyjnego, gdzie test optymalny rozumiany
byt jako test, ktory cechuje sie przewagg nad innymi w sensie doktadnosci
— czyli zachowania rozmiaru zgodnego z zatozonym rozmiarem nominalnym
— oraz w sensie skutecznosci — czyli wyzszej mocy wobec rozwazanych hipotez
alternatywnych niz inne testy o podobnym rozmiarze. Przy wyborze procedur
optymalnych w pewnych przypadkach kierowano sie dodatkowo praktycznymi
aspektami, zwigzanymi z mozliwoscig aplikacji do danych rynkowych.

! Empiryczne kwantyle badanych rozkladéw nie zostaly zamieszczone w pracy ze
wzgledu na jej objetos¢ i przejrzystosé wywodu, sa jednak dostepne na zyczenie u au-
torki.
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3.1. Projektowanie eksperymentéw do oceny
rozmiaru

3.1.1. FEksperymenty oparte na procesie Bernoulliego

Zgodnie z kryteriami weryfikacji modelu ryzyka (rozdz. 1.2.2.), podstawa
statystycznej oceny systemoéw zarzadzania ryzykiem sg testy autokorelacji.
Hipoteza zerowa takich testéw zaktada brak autokorelacji, zatem uzyskanie
modelu z nig zgodnego nastepuje poprzez generowanie ciggu realizacji nieza-
leznych zmiennych losowych. Przy ocenie modeli ryzyka, rozumianego jako
warto$¢ zagrozona, zmienne losowe podlegajace testowaniu majg w wiekszo-
éci charakter zero-jedynkowy? i oznaczaja przekroczenie dopuszczalnego po-
ziomu ryzyka lub jego brak. W tym przypadku model zgodny z hipoteza
zerowg, otrzymuje sie poprzez wygenerowanie 7' wynikéw niezaleznych préb
Bernoulliego z prawdopodobienstwem sukcesu p, réwnym poziomowi tole-
rancji zatozonemu przy szacowaniu VaR. W ten sposéb otrzymuje sie ciag
realizacji procesu wyjatkéw zgodny zaréwno z hipotezg o braku autokorelacji
przekroczen, jak réwniez z hipoteza o bezwarunkowym prawdopodobienstwie
przekroczenia na poziomie p.

Duza liczba testéw stosowanych w analizie szeregéw czasowych skonstru-
owana jest w oparciu o metode ilorazu wiarygodnosci i znane sa jedynie
asymptotyczne rozklady statystyk testowych. Przy zalozeniu nieskonczonej
wielkoéci préby rozklad ilorazu wiarygodnosci dazy do rozktadu y?2. Dla nie-
wielkich prob korzystanie z tego rozkladu do wyznaczenia obszaru krytycz-
nego moze prowadzi¢ do duzych btedéw. Zwlaszcza ma to miejsce w sytuacji,
gdy rozmiar proby rozumiany jest jako liczba wyjatkow. Przyjecie poziomu
tolerancji 5% powoduje, ze dla rocznego ciagu dziennych obserwacji warto$é
oczekiwana liczby wyjatkéw wynosi 12,5, natomiast przy poziomie tolerancji
1% tylko 2,5. W przypadku tak malego rozmiaru préby oraz braku anali-
tycznej postaci rozktadu statystyki testowej dla prob skonczonych mozliwe
jest wykorzystanie techniki testu Monte Carlo [Dwass 1957]. Technika ta
oparta jest na zalozeniu, ze rozkltad statystyki testowej, przy zatozeniu praw-
dziwosci hipotezy zerowej, dla skoniczonej préby, moze zosta¢ wyznaczony
symulacyjnie. Umozliwia to otrzymanie tzw. testu doktadnego czyli testu,
ktorego rzeczywisty rozmiar jest doktadnie réwny zatozonemu nominalnemu
poziomowi istotnosci.

2 Zmienne inne niz zero-jedynkowe wystepujg w testach ES oraz pewnych testach
VaR, w ktérych wykonuje sie np. regresje zmiennej losowej oznaczajacej przekroczenie
VaR wzgledem wielkosci przekroczenia lub innych zmiennych z okreséw poprzednich.
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3.1.2. Zastosowanie metody Monte Carlo do uzyskania
testu dokladnego

Zalézmy, ze rozwazana jest hipoteza zerowa
Hy: 0y € 6

a obszar krytyczny jest postaci {S > c}. W ogélnosci rozktad statystyki testo-
wej S, przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej, zalezy od nieznanego
parametru 6y, jednak przyjecie zalozenia, ze tak nie jest obejmuje szeroka
klase testéw i pozwala na wyznaczenie testu doktadnego. W przypadku, gdy
w calej podprzestrzeni Qg rozklad S wyznaczony jest jednoznacznie, mozna
zapisac

PQ(S < :E) = Fg(x) Vo € Oy,

gdzie Fg jest dystrybuantg statystyki testowej S przy zatozeniu prawdziwosci
hipotezy zerowej. Oznaczmy P = Py, 0 € ©p. Stata ¢ dobierana jest w ten
sposéb by

P(S>c¢)=1—-F(c)+P(S=c) <a,

gdzie a jest ustalonym poziomem istotnosci testu, 0 < a < 1.

Rozwazmy sytuacje, ze rozktad S przy zatozeniu prawdziwosci hipotezy
zerowej jest niemozliwy do wyprowadzenia analitycznie, natomiast moze zo-
sta¢ wyznaczony symulacyjnie. Niech 57,53, ..., Sy bedzie préba niezalez-
nych zmiennych losowych?® o jednakowym rozkladzie, zgodnym z rozktadem
statystyki .S.

Technika testu Monte Carlo polega na zastapieniu dystrybuanty teore-
tycznej Fg dystrybuanta empiryczna bazujacg na probie Sy, So, ..., Sy :

Fsn(z) = Fx(z,S) 21 Si<z); (3.1)

gdzie S = (51,5, ..., Sn). Funkcja przezycia odpowiadajaca dystrybuancie
empirycznej dana jest wzorem:

GA& ( ) GN x S Zl(s >x)- (32)

3 W ogdlnoéci zalozenie o niezalezno$ci zmiennych losowych moze byé ostabione i za-
stapione zalozeniem, ze mozliwa jest zamiana kolejno$ci zmiennych tzn. wektor lo-
sowy (S1,S52,...,58) ~ (Sky,Ske,---» Sky) dla kazdej permutacji (k1,ke,...,kn) ciagu
(1,2,..., N) [Dufour 2006].
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Dla cigglego rozktadu F' powyzsza empiryczna funkcja przezycia umozliwia
wyznaczenie p-wartosci dla statystyki testowej Sy ze wzoru

NGN(S()) +1

Pn(So) = N1

[Dufour 2006].

W przypadku rozkladéw cigglych spetnione jest zalozenie P(S; = S;) =
0,7 #3j,1,75=0,1,..., N, ktore jest podstawg dowodzenia, ze powyzsza me-
toda testu Monte Carlo umozliwia otrzymanie testu na ustalonym poziomie
istotnosci. Dla rozktadow dyskretnych, dla ktérych zatozenie to nie jest spet-
nione, konieczne jest wykorzystanie techniki testu zrandomizowanego, ktora
gwarantuje, ze nawet w przypadku, gdy istnieje niezerowe prawdopodobien-
stwo wystgpienia dwoch jednakowych wartosci w probie S = 51, 5,, ..., SN,
prawdopodobienstwo ze w ciggu zrandomizowanych statystyk rangowych z tej
proby wszystkie wartosci bedg rézne wynosi 1. Dzieki temu test zrandomi-
zowany dla rozktadu dyskretnego statystyki testowej zapewnia zachowanie
zalozonego poziomu istotnosci [Dufour 2006].

Zalézmy, ze z kazda statystyka S;, 7 =1,2,..., N zwigzana jest zmienna
losowa U;, j = 1,2,...,N, taka ze Uy, Us, ..., Uyn sg niezaleznymi zmiennymi
losowymi pochodzacymi z rozktadu réwnomiernego U (0, 1) na przedziale (0,1),
ciag U = (U, Us, ..., Uy) jest niezalezny od S. W ciagu par postaci

W; =(5;,U;), j=1,2,..,N,
mozna wprowadzi¢ nastepujaca relacje porzadku leksykograficznego
(SZ,UZ) < (Sj,Uj) =4 (SZ < Sj V (SZ = Sj iU; < U]))

Korzystajac z powyzsze] relacji porzadku definiuje sie zrandomizowang
pseudo-dystrybuante empiryczng

. . 1 N
FS,N(QT) = FN(x, Uo, S, U) = N Z 1((Si,Ui)§(Z7U(J))7 (3.3)

i=1

gdzie Uy jest zmienna losowa pochodzaca z rozktadu U(0, 1), niezalezna od
S i U. Funkcja Fy zachowuje wlasnoéci dystrybuanty rozktadu prawdopo-
dobienstwa za wyjatkiem faktu, ze w punktach skokowych moze nie by¢ pra-
wostronnie ciagta.
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Za pomocy funkcji przezycia odpowiadajgcej dystrybuancie F57 N, b

_ _ 1 XN
GS,N(x) = GN(Ia UOv S> U) = N Z 1((Si,Ui)Z(w,Uo))7 (34)

i=1

definiuje sie p-wartosé dla testu Monte Carlo [Dufour 2006]

Pn(So) = ]\W~
+1
Powyzsza procedura gwarantuje otrzymanie testu doktadnego dla préb
skonczonych w przypadku nieciagtego rozktadu statystyki testowej. W ana-
lizie ryzyka sytuacja taka zachodzi, gdy test oparty jest na zero-jedynkowym
procesie wyjatkow.

3.2. Projektowanie eksperymentéw do oceny mocy

3.2.1. FEksperymenty wykorzystujgce proces GARCH

Badanie mocy testéw autokorelacji wymaga projektowania eksperymentow
wykorzystujacych generowanie zmiennych skorelowanych, przy czym moz-
liwe jest zastosowanie réznych schematow autokorelacji. Przy weryfikacji
modeli ryzyka ocenie podlega zero-jedynkowy proces przekroczen VaR lub,
w przypadku modeli ES, proces wielkosci wyjatkow. W wickszodci testow
VaR i ES podprzestrzen wyznaczona przez hipoteze alternatywng zawiera
wszelkie procesy stochastyczne charakteryzujace sie korelacja przekroczen
w czasie. Projekt odpowiedniego eksperymentu symulacyjnego moze byé
skonstruowany na dwa sposoby: moze polega¢ na bezposrednim generowaniu
przebiegu procesu przekroczenn VaR lub odwolywaé si¢ do bazowego pro-
cesu stopy zwrotu. W pierwszym przypadku generator zero-jedynkowego
procesu przekroczen powinien uwzglednia¢ odpowiednig strukture autokore-
lacji. W drugim przypadku wykorzystuje sie fakt, ze bezposrednia przyczyna
skorelowania przekroczen jest zjawisko gromadzenia wariancji. Zatem moz-
liwe jest wykorzystanie algorytmow generowania zmiennych zaleznych, ktore
odzwierciedlaja naprzemienne wystepowanie okreséw niskiej i wysokiej wa-
riancji procesu. Traktujac kwadraty stopy zwrotu jako estymatory warian-
cji, mozna stosowaé generatory, ktére zaktadaja ustalona strukture korelacji
kwadratu zmiennej losowej. Wowczas proces wyjatkow otrzymuje sie jako
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dodatnig réznice miedzy wartosciami stopy zwrotu a przyjetym poziomem

VaR.

W literaturze przedmiotu stosuje sie¢ rézne metody projektowania eks-
perymentéw stuzacych ocenie mocy testéw autokorelacji przekroczen VaR.
Proponowane sg eksperymenty, w ktérych ustala sie, ze dane dotyczace stopy
zwrotu pochodzg z rozktadu normalnego o stalej wariancji badz z rozktadu
t-Studenta o stalej liczbie stopni swobody. Nastepnie proces wyjatkéw zgodny
z hipoteza alternatywna otrzymywany jest poprzez przyjecie do estymacji
wartodci zagrozonej modeli heteroskedastycznych [Lopez 1999]. Niedopa-
sowanie modelu stopy zwrotu i modelu wartosci zagrozonej gwarantuje, ze
wypadkowy proces wyjatkéw cechuje sie autokorelacja zmiennych.

Ze wzgledu na stosowanie modeli ryzyka do danych finansowych, przyj-
muje sie czesto, ze proces generujacy realizacje stopy zwrotu powinien spet-
nia¢ pewne ogdlne postulaty, wynikajace z badan dotyczacych przebiegu pro-
ceséw finansowych. Bez wzgledu na czestotliwosé obserwowania wartosci
zmiennej, zaklada sie, ze model powinien uwzglednia¢ duza zmiennos¢ wa-
riancji procesu z okresu na okres. Ponadto zaktada sie, ze wahania zmiennosci
cechuja sie tzw. , persystencja’, przejawiajaca sie w trwajacych wiele okreséw
skupieniach wysokiego lub niskiego poziomu zmiennosci procesu. Powyzsze
postulaty znajduja odzwierciedlenie w procesach klasy GARCH, przez co
modele te sa czesto stosowane do generowania wartosci stopy zwrotu [np.
Fiszeder 2009].

Podstawowy model GARC H(q,r) [Bollerslev 1986], stanowiacy uogdlnie-
nie modelu ARCH(q,r) [Engle 1982], dany jest wzorami:

Rt:UtZt7 Zt NN(Oal)v
T q
o =wi+ > Ry + Y Biop
i=1 j=1
gdzie w1, ay, 5 sa parametrami procesu, wy > 0, ; > 0, 3; > 0,7 =1,2,...,q,
j=1,2,...,r. Dla ¢ =1, r = 1 otrzymuje sie proces GARCH(1,1), w ktérym
wariancja warunkowa wyraza si¢ wzorem

02 =w; +a R | + Bio? . (3.5)

W modelu GARCH(1,1), za pomoca sterowania warto$ciami parametréw,
mozna osiggnaé¢ okre$lona warto$¢ wspotczynnika autokorelacji pp rzedu h
kwadratéw stop zwrotu, korzystajac ze wzordw:

a%ﬁl

_— 3.6
1—20&151— %’ ( )

p1 =01+
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Ph :pl(Oél—Fﬁl)h_l, h: 1,2,... (37)

[por. np. Franses, van Dijk 2008]. W celu otrzymania procesu przekroczen
o ustalonej strukturze autokorelacji, przyjmuje sie nastepnie poziom warto-
$ci zagrozonej odpowiadajacy modelowi homoskedastycznemu lub modelowi
uwzgledniajacemu zalezno$é¢ w czasie wariancji, w ktérym ustala sie btedny
schemat autokorelacji. Mozna to osiggna¢ poprzez wygenerowanie oszacowan
VaR np. z modelu éredniej ruchomej lub modelu GARC H o nieprawidtowych
parametrach [Lopez 1999, Campbell 2005].

Inna mozliwoécig jest generowanie procesu stopy zwrotu z modelu
GARCH o ustalonej wariancji a nastepnie przyjecie poziomu VaR odpowia-
dajacego systematycznie zanizonej zmiennosci, stanowigcej pewien ustalony
procent zmiennosci wyjsciowej [Matecka 2013]. Eksperyment taki skutkuje
autokorelacjg przekroczen, ktorej jednak nie mozna okredlié¢ liczbowo, za po-
mocg wartosci wspotezynnika autokorelacji.

Ze wzgledu na dwa kryteria oceny modelu wartosci zagrozonej — udziat
przekroczen oraz ich zalezno$¢ w czasie (rozdz. 1.2.2.) — sugeruje si¢ by
projekt eksperymentu symulacyjnego traktowal obydwa kryteria roztacznie.
W ten sposéb ocena mocy testu autokorelacji jest uniezalezniona od spetnie-
nia kryterium zwiazanego z liczba przekroczen. W literaturze proponuje sie
zatem eksperymenty pozwalajgce, za pomocg odpowiedniego doboru parame-
trow, kontrolowaé obydwa kryteria. Przyjmujac model GARC H o ustalonych
parametrach mozliwe jest kontrolowanie autokorelacji kwadratéw zmiennej
losowej. Dzigki ustaleniu oszacowan VaR na poziomie kwantyla z proby kon-
troli podlega réwniez liczba wyjatkéw [Piontek 2013]. Alternatywnym podej-
Sciem jest przyjecie wartosci zagrozonej na poziomie wyznaczonego analitycz-
nie kwantyla bezwarunkowego rozktadu stopy zwrotu, co ma te przewage, ze
pozwala uzyskaé spdéjny teoretyczny model procesu przekroczen.

Zamiast ustalania VaR na poziomie kwantyla z préby lub rozktadu teo-
retycznego, mozliwe jest przyjecie eksperymentu, ktérego projekt zaktada,
ze procesem generujacym wartodci stopy zwrotu jest proces GARC H | nato-
miast oszacowania VaR uzyskiwane sa metoda symulacji historycznej [Lopez
1999, Christoffersen i Pelletier 2004, Campbell 2005, Berkowitz, Christoffer-
sen i Pelletier 2011]. Przyjecie takiego modelu w eksperymencie symulacyj-
nym uniemozliwia pomiar i kontrole stopnia autokorelacji. Ponadto zaloze-
nie, ze w wyniku zastosowania metody symulacji historycznej do szacowania
wartosci zagrozonej, otrzymany zostanie model zgodny z hipotezg alterna-
tywna, implikuje negatywna ocene tej metody.
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3.2.2. Propozycja eksperymentu opartego na procesie BGAR

W literaturze poswieconej zarzadzaniu ryzykiem przyjmuje sie, ze gltéwna
trudno$é¢ zwigzana z kontrolg ryzyka rynkowego wynika ze zjawiska groma-
dzenia zmiennosci. Zjawisko to moze by¢ przyczyng wystepowania sekwencji
przekroczen VaR, niebezpiecznych z punktu widzenia ptynnosci finansowej
przedsiebiorstw. W zwiazku z tym do oceny mocy testéw VaR proponuje
sie eksperymenty konstruowane w ten sposéb, by odzwierciedlaty zjawisko
gromadzenia zmienno$ci. W tym celu konieczne jest zastosowanie algoryt-
mow pozwalajacych generowaé¢ dane o zadanej strukturze autokorelacji, po-
chodzacych z okreslonego rozktadu. Wykorzystanie generatoréw zmiennych
o rozkladzie brzegowym y? umozliwia uzyskanie szeregu kwadratéw stopy
zwrotu. Odzwierciedlenie gromadzenia zmienno$ci mozna otrzymacé poprzez
projekt eksperymentu, gwarantujacy pozytywna korelacje kwadratow stopy
zwrotu w czasie.

Reprezentacja zjawiska gromadzenia zmienno$ci mozliwa jest poprzez wy-
korzystanie procesu autoregresyjnego BGAR(1) [Lewis, McKenzie i Hugs
1989]. Proces ten charakteryzuje si¢ brzegowym rozkladem gamma i okre-
slona struktura autokorelacji, odpowiadajaca procesowi AR(1). Generowanie
wartosci zmiennych z procesu BGAR(1) oparte jest na transformacji beta-
gamma i wykorzystuje wlasnosci rozktadéw gamma i beta.

Niech B(m,n) oznacza zmienng losowa pochodzaca z rozkltadu beta
B(m,n) z parametrami m > 0 i n > 0. Funkcja gestosci tej zmiennej ma
postaé

I'(m+n)

fBmm) () = S5

= Tmytm)”

1—2)" ' 0<z<1, m>0, n>0,

gdzie T" oznacza funkcje gamma. Niech G(k,0) oznacza zmienna losowa po-
chodzaca z rozktadu gamma I'(k, ) z parametrem ksztaltu k& > 0 i parame-
trem skali 6 > 0. Funkcja gestosci tej zmiennej ma postaé

ek
fawe) () = @xk_le_e‘”, x>0, k>0 6>0.

Transformacja beta gamma wykorzystuje fakt, ze suma dwdch niezaleznych
zmiennych losowych pochodzacych z rozkladéw gamma o takich samych pa-
rametrach skali G'(k',0) i G" (k" 0) daje zmienna losowa o rozkladzie gamma:

G +K',.0) = G'(K,0) + G"(K",6).
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Zmienng losowa o rozkladzie beta mozna zapisa¢ za pomoca niezaleznych
zmiennych losowych pochodzacych z rozkladu gamma w nastepujacy sposéb:
_ G'(m, 0)

G(m,0) +G"(n,0)

B(m,n)

Wiadomo ponadto, ze zmienna B(m,n) jest niezalezna od sumy wystepujacej
w mianowniku G(m + n,0) = G'(m,0) + G"(n,0). z powyzszego przedsta-
wienia zmiennej o rozkltadzie beta wynika od razu, ze zmienng pochodzaca
z rozktadu gamma mozna uzyskaé jako iloczyn

G(m,0) = B(m,n)G(m + n,0).

Powyzszy zapis pokazuje, ze mozliwe jest zarowno zwiekszanie jak i redukcja
parametru ksztattu w rozktadzie gamma za pomoca odpowiednio: dodawania
niezaleznej zmiennej losowej o rozktadzie gamma lub mnozenia przez nieza-
lezng zmienna losowa o rozktadzie beta.

Konstrukecja procesu BGAR(1) o rozktadzie brzegowym gamma i struk-
turze korelacji opisywanej parametrem r opiera si¢ na generowaniu szeregu
wartosci niezaleznych zmiennych losowych z rozktadéw gamma i beta oraz
wykorzystuje przeksztalcenie

Y, (k,0) = By (kr, ki) Yn_1(k,0) + B, (kF, kr)Gy(k,0) =
= By (kr, kF)Y,_1(k,0) + G, (kF,0), (3.8)

gdzie 0 < r <1, 7r=1-—r,n=1,2,.. G, (kr,0) sa niezaleznymi zmien-
nymi z rozktadu I'(kr,8), B,(kr,kr) sa niezaleznymi zmiennymi losowymi
z rozktadu B(kr, kr) oraz ciagi te sa niezalezne miedzy soba. Jezeli zmienna
Y,-1(k,0,r) bedzie pochodzita z rozkladu I'(k, #), to przemnozenie jej przez
By, (kr, kr) daje zmienng o rozktadzie I'(kr, 0), a po dodaniu G, (kr,0) otrzy-
muje sie zmienng o rozktadzie I'(k, 0). z wykorzystaniem momentéw rozktadu
beta otrzymuje sie, ze wspolczynniki autokorelacji pp rzedu h, h = 1,2, ...
W powyzszym procesie wynosza:

pn = Corr(Y,Yip) = 7", h=0,41,42, ..

Powyzsza procedura zatem pozwala otrzymadé stacjonarny proces Mar-
kowa BGAR(1), sktadajacy sie ze zmiennych o rozktadzie brzegowym gamma,
charakteryzujacych sie wygasajacymi wyktadniczo wspodtczynnikami autoko-
relacji.
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3.2.3. Propozycja eksperymentu opartego na procesie BGMA

Reprezentacja zjawiska gromadzenia zmiennosci mozliwa jest do uzyskania,
podobnie jak w przypadku opisanego powyzej procesu BGAR(1), za pomoca
procesu BGM A(1) o brzegowym rozkladzie gamma i strukturze korelacji od-
powiadajacej schematowi M A(1). Jezeli G, (k,0) jest ciagiem wartosci nie-
zaleznych, jednakowo roztozonych zmiennych losowych z rozkladu gamma
['(k,0) a By,(ks,ks), s = 1 — s, jest ciagiem niezaleznych, jednakowo roz-
tozonych zmiennych losowych z rozktadu beta §(ks, ks), proces BGMA(1)
okredla sie nastepujaco

Y, = Gpn(k,0) + By (ks, ks)Gp_1(k,0), 0<s<1. (3.9)

Otrzymany proces jest procesem stacjonarnym. Poniewaz prawa strona
réwnania (3.9) jest suma zmiennych losowych o rozkladach gamma o pa-
rametrach skali 6 i parametrach ksztattu k oraz ks, to brzegowy rozktad
procesu jest rozktadem I'(k(1 + s), 0). z punktu widzenia projektowania eks-
perymentow symulacyjnych wygodnie jest okresli¢ parametry procesu bazo-
wego w terminach pozgdanych parametréw procesu docelowego, mozna za-

tem przyja¢ nastepujaca parametryzacje proceséw wyjsciowych: G, (1 wrd 0)
i Bn(l’jfs7 1’3:”5). Powyzsza reparametryzacja pozwala osiagnal proces

BGMA(1) o rozkladzie brzegowym [(k, 9) Przyjmuj@c notacje;
B, = Bn(lljfs,llfs), G, = G, (1+8,9) B = B( e + ), G = G(1+s’0)v
mamy cov(Y,,Y,—1) = cov(BnGn 1,Gn-1) = E(B) ( ). Zatem otrzymana

struktura autokorelacji ma postaé

S =1
_ s =1,
Ph {0, I8 > 1.

Konstrukecja procesu BGM A(1) pozwala otrzymaé peten zakres wspétezyn-
nikéw korelacji mozliwy dla procesu M A(1), czyli 0 < p; <0,5.

3.2.4. Propozycja eksperymentu opartego na procesie
Markowa

W odréznieniu od przedstawionych wyzej sposobéw otrzymania ciggu prze-
kroczen poprzez generowanie wartosci stopy zwrotu, ktérych kwadraty sa
pozytywnie skorelowane w czasie, proces przekroczen mozna uzyskaé¢ w spo-
sob bezposredni, odwolujac sie do wtasnosci Markowa. Wykorzystanie tej
wtlasnosci pozwala skonstruowaé model eksperymentu symulacyjnego, ktory



96 3. Ocena wlasnosci statystycznych testéw...

bezposrednio generuje wartosci procesu przekroczen zamiast dwustopniowej
procedury, w ktorej wyjatki uzyskuje sie jako dodatnie réznice miedzy war-
tosciami stopy zwrotu a przyjetym poziomem VaR.

W badaniu ryzyka rozumianego jako warto$é¢ zagrozona rozwaza sie jed-
norodny tancuch Markowa o dwdéch stanach, gdzie 1 oznacza wyjatek a 0
jego brak. Przyjmujac zalozenie, ze wartosci zero-jedynkowej zmiennej lo-
sowej opisujacej przekroczenia pochodzg z jednorodnego tancucha Markowa
o rozkladzie poczatkowym (7, 1) oraz macierzy przejscia:

[Woo 7T01]
Tio i1

zgodnos¢ z hipoteza alternatywna w tescie autokorelacji wyjatkéw VaR otrzy-
muje sie poprzez zagwarantowanie, ze mg; # mi1. Dla ustalonych my i w11,
wartosci parametréw m 1 w9 wynikajg z wlasnosci prawdopodobienstwa,
natomiast odpowiedni dobor my1, a co za tym idzie réwniez gy, pozwala za-
gwarantowaé stacjonarno$é¢ procesu. Doboér prawdopodobienstw w rozktadzie
bezwarunkowym wyznaczonym przez rozktad poczatkowy (mp, ) umozliwia
ustalenie liczby przekroczen na zatozonym poziomie.

3.3. Wyniki symulacyjnej oceny rozmiaru i mocy
testow VaR

3.3.1. Ocena rozmiaru testéw VaR

Badanie rozmiaru testéw VaR opiera sie na eksperymentach wykorzystuja-
cych proces Bernoulliego. Za ich pomoca generuje si¢ trajektorie procesu
przekroczen zgodne z hipotezg zerowa. Eksperymenty te pozwalaja na otrzy-
manie danych zgodnych z kryteriami oceny modelu VaR dotyczacymi za-
rowno rozkladu bezwarunkowego jak i warunkowego. Dzigki niezaleznemu
przeprowadzaniu prob Bernoulliego otrzymuje sie realizacje zmiennych nie-
zaleznych natomiast sterowanie parametrem procesu gwarantuje odpowiedni
udzial przekroczen VaR. W niniejszym badaniu ocene rozmiaru testow prze-
prowadzono w dwoch krokach. W pierwszym z nich symulacyjnie wyzna-
czono rozmiar, korzystajac z teoretycznych rozkltadéw statystyk testowych,
natomiast w drugim kroku dokonano graficznego poréwnania kwantyli empi-
rycznych i teoretycznych.

W celu symulacyjnego wyznaczenia rozmiaru rozwazanych testéw VaR
wygenerowano T’ wynikéw niezaleznych préb Bernoulliego z prawdopodobien-
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stwem sukcesu p, réwnym poziomowi tolerancji zalozonemu przy szacowaniu
VaR. W ten sposéb otrzymano ciag realizacji procesu {I;}1_;, cechujacego
sie¢ wartodcig oczekiwana p oraz brakiem autokorelacji. Otrzymany cigg byt
zatem zgodny z hipotezag zerowa testéw dotyczacych rozkltadu bezwarunko-
wego, méwiaca o prawdopodobienstwie przekroczenia VaR na poziomie p oraz
z hipotezami zerowymi pozostalych testow, méwigcymi o braku autokorela-
cji przekroczen. Przyjeto p = 0,05. W regresji liniowej i regresji logistycznej
w testach DQ 1 DQjogist jako zmienne objasniajace przyjeto wartosci procesu
przekroczen z pieciu okresow poprzedzajacych okres ¢, t = 6,...,T. W tedcie
LB uwzgledniono autokorelacje zmiennej Iy, t = 6,...,T, do rzedu piatego
wlacznie.

W przypadku testéw opartych na poréwnywaniu prognozowanej i em-
pirycznej funkcji gestosci lub spektralnej gestosci stopy zwrotu, wartosci
Ry, t =1,...,T wygenerowano z procesu GARCH (1,1) postaci

Ry =042y, Zp~ N(Oa 1);
0f =wy +a1R: |+ Brot (3.10)

z parametrami? w; = 0,000001, a = 0, 14, $; = 0,85. W celu uzyskania war-
tosci zmiennej U, t = 1,...,T przeprowadzono transformacje Rosenblatta
(rozdz. 2.3.2.) za pomoca dystrybuanty rozkladu normalnego z o wartosci
oczekiwanej zero i odchyleniu standardowym wynikajacym z procesu (3.3.1.).
Transformacji w zmienne Z;, t =1, ..., T dokonano z wykorzystaniem warto-
Sci parametréw przyjetych w procesie generujacym dane.

W wielowymiarowych testach LBy i LRy badano przekroczenia VaR
jednoczesnie dla dwéch poziomdw tolerancji p; = 0,01 i po = 0,05. Procesy
przekroczen dla obydwdch pozioméw tolerancji otrzymano w dwustopnio-
wej procedurze. W pierwszym kroku wygenerowano wartosci stopy zwrotu
Ry, t =1,...,T z procesu GARCH (1,1) danego wzorem (3.3.1.), natomiast
w drugim kroku, z wykorzystaniem odpowiednich parametréw procesu ge-
nerujacego dane, wyznaczono oszacowania VaR jako kwantyle rzedéw 0,01
i 0,05 zmiennych Ry, t=1,...,7T.

Badanie symulacyjne przeprowadzono dla poziomu istotnosci a = 5%.
Weszystkie eksperymenty powtorzono dla dtugosci szeregdéw czasowych T =
250, 500, 750, 1000, wykonujac kazdorazowo 10000 replikacji®. Wyjatkiem

* Parametry procesu GARCH (1,1) przyjeto na podstawie badania wstepnego doko-
nanego dla szesciu indekséw gietdowych [Matecka 2011].

5 Taka liczba replikacji zagwarantowata otrzymanie doktadnych oszacowar, zwlaszcza
dla dluzszych szeregéw, gdzie réznice przy powtarzaniu eksperymentéw widoczne byty
dopiero na trzecim miejscu po przecinku.
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w odniesieniu do dtugosci szeregéw byt test Haasa, gdzie rozmiar proby ro-
zumiany jest nie jako liczba obserwacji wartosci zmiennych Ry, t =1,2,...,T
lub réwnowaznie I;,t = 1,2,...,T, lecz jako liczba wyjatkéw N. Poniewaz
w tescie Haasa asymptotyczny rozktad statystyki testowej zalezy od tak ro-
zumianej wielkoéci proby, odpowiednie eksperymenty skonstruowano w ten
sposéb by uzyskaé odpowiednig liczbe N rowng wartosci oczekiwanej liczby
przekroczetn E(Y.L | I,) = Tp.

Graficzna ocena rozbieznoéci miedzy empirycznymi a teoretycznymi roz-
ktadami statystyk testowych polegata na poréwnaniu ksztaltéw empirycz-
nych i asymptotycznych dystrybuant oraz funkcji gestosci oraz opierata sie
na symulacyjnym wyznaczeniu wartosci tych statystyk i dystrybuant rozkta-
dow dla ustalonych, skonczonych rozmiaréw préby. Korzystajac z modelu
zgodnego z hipoteza zerowa wygenerowano M = 10000 realizacji statystyk
testowych Sy, So, ..., Spr. Nastepnie wyznaczono dystrybuante empiryczng ze
WZzoru

. 1 H
FM(iC) = M Z 1Si§x'
i=1

W pierwszym etapie oceny rozmiaru testéw VaR symulacyjnie wyzna-
czono czestosé odrzucen, przy zatozeniu hipotezy zerowej, dla grupy testéw
Zye, LRyc, Wye, LMy i LRryrpr. Grupa ta objeta procedury sprawdzajace
udzial przekroczen w bezwarunkowym rozktadzie wyjatkéw VaRS. Badanie
przeprowadzono dla testow, w przypadku ktérych korzysta sie z asympto-
tycznych rozktadéw statystyk testowych. Otrzymane oszacowania rozmiaru
testéw VaR rézmilty sie nieznacznie od nominalnego poziomu 5%, ponadto
widoczna byta zbieznos¢ do oczekiwanego poziomu wraz z wydtuzaniem sze-
regu (tab. 3.1). W zadnym przypadku wyznaczony symulacyjnie rozmiar nie
przekraczat 8%.

Sposrdéd wszystkich asymptotycznych testéw udziatu przekroczen, oszaco-
wania rozmiaru najblizsze nominalnemu poziomowi 5% otrzymano dla testu
Zue, W ktérym wykorzystywana jest asymptotyczna zbieznoéé¢ rozktadu dwu-
mianowego do rozktadu normalnego. Sposréd testéw opartych na statystyce
x? najwieksza doktadnoécig, w odniesieniu do rozmiaru, charakteryzowat sie,
zaproponowany w niniejszej pracy, test LM,., zbudowany w oparciu o regute
mnoznikow Lagrange’a. Zgodno$é¢ wyznaczonych empirycznie oraz asymp-
totycznych rozktadow statystyk testowych, nalezacych do rozwazanej grupy

5 Analiza rozmiaru testéw rozkladu bezwarunkowego nie dotyczy testu dwumianowego
o statystyce T1, w przypadku ktérej korzysta si¢ z rozktadu dokladnego.
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testéw, potwierdzono nastepnie na podstawie analizy graficznej, opartej na
poréwnaniu empirycznych i asymptotycznych ksztattow funkeji gestosci i dys-

trybuant” (rys. 3.2-3.6).

Tab. 3.1: Empiryczny rozmiar testéw opartych

na procesie Bernoulliego

Dlugo$é szeregu

Test
250 500 750 1000
Zue 0,043 0,048 0,054 0,051
LRyc 0,063 0,057 0,056 0,053
Wae 0,074 0,068 0,063 0,057
LM, 0,039 0,049 0,044 0,047
LRrurr 0,066 0,059 0,061 0,060

Uwaga 1: Wyniki przedstawione w tablicy nie
uwzgledniaja testu dwumianowego 711, w przy-
padku ktorego korzysta sie z doktadnego rozktadu
statystyki testowej dla préby skoriczonej.
ktad empiryczny statystyki 77 na tle rozktadu

dwumianowego przedstawia rys. 3.1.

Uwaga 2: Wszystkie wyniki badan prezentowane
w tablicach oraz na wykresach zamieszczonych
w pracy, o ile nie zaznaczono inaczej, stanowia

opracowanie wtasne autorki.

s Ty

5 10 15 20 25

(a) Dystrybuanta

Rys. 3.1: Empiryczny i asymptotyczny rozktad statystyki testu 7T

i(T| )
0,12
0,10
0,08
0,06
0,04
0,02
0,00

(b) Funkcja prawdopodobieristwa

Roz-

7 Na wszystkich rysunkach zamieszczonych w niniejszym rozdziale, zacienione pole na
wykresie odpowiada rozkltadowi asymptotycznemu. Prezentowane rysunki dotycza dtugo-
Sci préby T = 250. Wyjatkiem jest rysunek przedstawiajacy empiryczny rozklad statystyki
WW na tle rozktadu liczby serii, ktéry zaprezentowany zostat dla 1000 obserwacji, gdyz
dla 250 obserwacji oczekiwana liczba przekroczen to 12.5, co implikuje niewielks liczbe

wartosci przyjmowanych w rozkladzie serii.
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FZye)
1,0
0,8
0,6

-4 2 2

(a) Dystrybuanta

? Zuc)
0.4

0,3
0,2

0,1

Zye 0,0° Zuyc
4

-4 -2 0 2

(b) Funkcja gestosci

Rys. 3.2: Empiryczny i asymptotyczny rozklad statystyki testu Zy.

F(LRye) JLRue)
1,0 e ——— 2,0
pr
081 pa= 1,5
06f F
1,0
0,4 tf
02 0,5
! : : : LRye 0,0/ LRy
2 4 6 8 2 4 6 8

(a) Dystrybuanta

(b) Funkcja gestosci

Rys. 3.3: Empiryczny i asymptotyczny rozklad statystyki testu LRy

F Wue) JTWue)
1,0 P e 2,0
0,8 I

s 1,5
0,6 '!".‘

o 1,0
0af
0,2 I 0,5

14 - ' ' Wue 0,0 = Wue
2 4 6 8 2 4 8

(a) Dystrybuanta

(b) Funkcja gestosci

Rys. 3.4: Empiryczny i asymptotyczny rozklad statystyki testu W,

F(LMye) fLMyc)
1,0 - —— 2,0
0.8 r-"-‘ 1,5
06 '.4 1,0
04 ] ’
02 0,5
: LMye 0,0 LMy
2 4 6 8 2 4 6 8

(a) Dystrybuanta

(b) Funkcja gestosci

Rys. 3.5: Empiryczny i asymptotyczny rozktad statystyki testu LM,
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FURTUFF) FURTUFF)

1,0 — 2,0

0.8 1,5

0.6 1,0

0.4 ’

02 0.5

t LRryrr 00" = LRTUFF
2 4 6 8 2 4 6 8
a) Dystrybuanta b) Funkcja gestosci
ysiry )

Rys. 3.6: Empiryczny i asymptotyczny rozktad statystyki testu LRrurr

W kolejnych etapach badania rozmiaru rozwazano testy autokorelacji
przekroczen oparte na warunkowym rozkladzie wyjatkéw VaR. Analize po-
rownawcza przeprowadzono w podziale na grupy testéw: bazujacych na pro-
cesie Markowa, wykorzystujacych proces odlegltosci wyjatkéow VaR, zgodno-
Sci, gestosci spektralnej oraz wielowymiarowych testéw VaR.

Tab. 3.2: Empiryczny rozmiar testéw opartych
na procesie Markowa

Dtugosé szeregu

Test
250 500 750 1000
LRing 0,071 0,083 0,122 0,137
DQ 0,062 0,061 0,055 0,051
DQiogist 0,027 0,046 0,063 0,075
LB 0,062 0,054 0,047 0,050
X2 0,044 0,039 0,035 0,039

ind

Uwaga: Wyniki przedstawione w tablicy nie
uwzgledniaja testu WW Walda Wolfowiza,
w przypadku ktérego korzysta sie z doktadnego
rozktadu statystyki testowej dla proby skonczo-
nej. Rozktad empiryczny statystyki WW na tle
rozkladu serii przedstawia rys. 3.12.

Wéréd asymptotycznych testow LRing, DQ, DQiogist, LB i f:d, ktérych
konstrukcja oparta zostata na procesie Markowa®, najwicksza doktadnosé za-
obserwowano dla klasycznego testu autokorelacji LB Ljunga-Boxa, opartego
na wspoéltezynnikach autokorelacji (rys. 3.10) oraz dla testu D@ zbudowanego
na zasadzie weryfikacji istotnosci regresji wzgledem odpowiedniego kwantyla

rozktadu stopy zwrotu (rys. 3.8, tab. 3.2). Empiryczny rozmiar tych testéw

8 Analiza rozmiaru testéw opartych na procesie Markowa nie dotyczy testu serii o sta-
tystyce WW, w przypadku ktérej korzysta sie z rozktadu dokladnego.
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nieznacznie réznit sie od poziomu nominalnego i zbiegal do niego z wydtuza-
niem szeregu Czasowego.

Drugi z testow regresyjnych — DQjogist, Wykorzystujacy regresje logi-
styczna, charakteryzowal sie mniejsza doktadnoscia (rys. 3.9) oraz mniejsza
stabilnoscig oszacowan rozmiaru w zaleznosci od rozmiaru préoby. Rozmiar
testu Q?‘;d Pearsona byl systematycznie niedoszacowany (rys. 3.11). Z ko-
lei rozmiar testu LR;,q, popularnie stosowanego do oceny modeli VaR, byt
systematycznie przeszacowany i najbardziej odlegty od zalozonego poziomu
nominalnego (rys. 3.7). Uzyskane symulacyjnie oszacowania rozmiaru tego
testu przekraczaty 10%.

F(LRq) J(LRq)

1,0 R 2,0

0.8 1,5t

0,6 10;

0,4 o

02 0.5
s ‘ ‘ ~ LR 0F LR

t N 4 6 3 ind 00 2 4 6 3 ind

(a) Dystrybuanta (b) Funkcja gestosci

Rys. 3.7: Empiryczny i asymptotyczny rozklad statystyki testu LR;nq
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(a) Dystrybuanta (b) Funkcja gestosci
Rys. 3.8: Empiryczny i asymptotyczny rozklad statystyki testu DQ

F(I)Qlugl.\/) ?‘(DQ/ng[.\/)
1.0 0,25 ¢

0.8 // 020
0.6 0,15}
04 0,10 f
0,2 J 0,05

: DQjygist 0,00 - .
5 10 15 20 5 10 15

Di angi st

(a) Dystrybuanta (b) Funkcja gestosci
Rys. 3.9: Empiryczny i asymptotyczny rozklad statystyki testu DQogist
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Rys. 3.10: Empiryczny i asymptotyczny rozkltad statystyki testu LB
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Rys. 3.11: Empiryczny i asymptotyczny rozklad statystyki testu @
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(a) Dystrybuanta (b) Funkcja prawdopodobieristwa
Rys. 3.12: Empiryczny i asymptotyczny rozktad statystyki testu WW

Dalsze wyniki badania symulacyjnego pokazaty, ze testy LRraas, LRweib,
LRyamma 1 EACD, nalezace do kolejnej grupy, zbudowane w oparciu o pro-
ces odlegtosci wyjatkow VaR, charakteryzowaly sie mniejsza doktadnoscig niz
testy poprzedniej grupy (tab. 3.3). W ich przypadku czesto$¢ odrzucania hi-
potezy zerowej byla z reguly zawyzona, Swiadczac o wickszym od zatozonego
btedzie I rodzaju. Oszacowania rozmiaru najbardziej zblizone do nominal-
nego poziomu 5% otrzymano dla testow LRyweip i LRgamma, skonstruowanych
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w oparciu o idee sprawdzania wtasnosci braku pamieci z wykorzystaniem roz-
ktadu wyktadniczego (rys. 3.14, 3.15). W szczegdlnosci najwieksza doktad-
no$¢ mial test LRy, gdzie wyznaczony symulacyjnie rozmiar nie przekra-
czal 10% dla zadnej dlugosci szeregu. Symulacyjne oszacowania rozmiaru
dla réznych dtugodci szeregu nie potwierdzily jednak zbieznosci omawianych
statystyk do rozktadu asymptotycznego wraz ze zwiekszaniem proby.

Tab. 3.3: Empiryczny rozmiar testow opartych na
procesie odlegtosci wyjatkéw VaR

Dtugosé szeregu

Test
250 500 750 1000
LRraas 0,127 0,133 0,165 0,189
LRweiv 0,077 0,074 0,089 0,100
LRgamma 0,086 0,088 0,111 0,116
EACD 0,007 0,009 0,011 0,012

Wyrazng rozbiezno$¢ kwantyli empirycznych z rozktadem asymptotycz-
nym otrzymano dla testow FACD i LRy qqs. Oszacowania rozmiaru dla re-
gresyjnego testu FACD, wykorzystujacego rozktad wykladniczy, wskazaty
na zdecydowanie konserwatywny charakter, skutkujacy niewielka czestoscig
odrzucania hipotezy zerowej (rys. 3.16). W przypadku tego testu ma miejsce
nietypowa sytuacja, gdzie hipoteza zerowa (parametr regresji réwny zero)
lezy doktadnie na granicy przestrzeni wszystkich dopuszczalnych parame-
trow? ([0, +00)). Taka konstrukcja hipotez moze skutkowa¢ brakiem zbiez-
noéci statystyki testowej do granicznego rozktadu y3.

F(LR Haas) f(LR Haas)
1,0
0,8
0,6

0,08 |
0,06 |
0,04 |
0,02

LRHaas 0,00 LR Haas
0 10 20 30 40

(a) Dystrybuanta (b) Funkcja gestosci
Rys. 3.13: Empiryczny i asymptotyczny rozklad statystyki testu LRHaas

9 W omawianej sytuacji zamiast rozkladu x7 mozna rozwazyé¢ wykorzystanie miesza-
niny rozktadéw x? oraz rozkladu jednopunktowego skoncentrowanego w zerze.
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Rys. 3.14: Empiryczny i asymptotyczny rozklad statystyki testu LRw e
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Rys. 3.15: Empiryczny i asymptotyczny rozklad statystyki testu LRgamma
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Rys. 3.16: Empiryczny i asymptotyczny rozklad statystyki testu EACD

W przeciwienistwie do statystyki EACD, w przypadku testu LRpqqs za-
obserwowano jego liberalny charakter, skutujacy zbyt czestym odrzucaniem
hipotezy zerowej przy korzystaniu z rozkladu granicznego (rys. 3.13). Kon-
strukcja tego testu polega na sumowaniu statystyk, z ktérych kazda ma roz-
ktad x%, w wyniku czego otrzymuje sie rozktad x%,. Warunkiem zbieznosci
catej sumy jest zbieznoéé¢ poszczegdlnych sktadnikow, co moze nie zachodzié,
gdyz szacowanie parametréw w modelu bez restrykeji dla kazdego sktadnika
sumy wykorzystuje jedynie czas oczekiwania na kolejne przekroczenie VaR.
W praktyce czesto jest to tylko kilka-kilkanascie obserwacji, co moze skut-
kowaé brakiem normalnoéci oszacowan MNW. Efektem moze by¢ problem ze
zbieznoscia catej sumy do rozktadu granicznego.
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Testy Dxs, Diwi, Dovm, Dap i LRp, zaliczane do nastepnej rozwaza-
nej grupy — testéw zgodnosci — charakteryzowaly sie oszacowaniami rozmiaru
bliskimi nominalnemu poziomowi 5% (tab. 3.4). W wszystkich przypadkach
czestos¢ odrzucania modelu zgodnego z hipoteza zerows miescita sie mie-
dzy 4,6% a 5,7%. Analiza graficzna rozktadow statystyk testowych pokazala
pokrywanie sie, w przyblizeniu, empirycznych i asymptotycznych funkcji ge-
stodci i dystrybuant (rys. 3.17-3.21).

Tab. 3.4: Empiryczny rozmiar testéw zgodnosci

Dtugo$é szeregu

Test
250 500 750 1000
Dks 0,055 0,054 0,049 0,049
Dxui 0,048 0,046 0,046 0,049
Devm 0,046 0,052 0,048 0,052
Dap 0,052 0,051 0,047 0,047
LRB 0,047 0,057 0,046 0,050
FDs) 7(Dgs)
1
0.8
0.6
0,4
02
T Dgg = Dks
0,05 0,1 0,15 0,05 0,1 0,15
(a) Dystrybuanta (b) Funkcja gestosci

Rys. 3.17: Empiryczny i asymptotyczny rozktad statystyki testu Dxs

F(Dgui) f(Dkui)
1,0 P :
0,8 :

0,6

0,4 10}
0,2 5

Digyi * _ - Dkui
0,05 0,10 0,15 0,05 0,10 0,15

(a) Dystrybuanta (b) Funkcja gestosci
Rys. 3.18: Empiryczny i asymptotyczny rozklad statystyki testu Dy
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N /(Devr)
ADcyy) ‘

1,0

.
0,8 L~
0.6 /
04f
/
02f /
Deym : Deyy
0,1 02 03 04 05 02 04 06 08 10
(a) Dystrybuanta (b) Funkcja gestosci

Rys. 3.19: Empiryczny i asymptotyczny rozklad statystyki testu Dov

ADyp) 7(Dap)
1,0
0,8
0,6 /
0,4
0,2

t Dyp Dyp

1 2 3 4 1 2 3

(a) Dystrybuanta (b) Funkcja gestosci
Rys. 3.20: Empiryczny i asymptotyczny rozktad statystyki testu Dap

F(LRp) f(LRB)
1,0 — 0,12
0.8 0,10
0.6 0,08
0,06
0.4
0,04
02 /
/ 0,02
= LRg 0,00 LRp
5 10 15 20 5 10 15
(a) Dystrybuanta (b) Funkcja gestosci

Rys. 3.21: Empiryczny i asymptotyczny rozkltad statystyki testu LR

W dalszym etapie badania symulacyjnego badano testy autokorelacji prze-
kroczen VaR — SDks, SDgwi, SDoyva i SDap — wykorzystujace spektralng
funkcje gestosci. W przypadku wszystkich testéw tej grupy zaobserwowano
przesuniecie w rozktadu asymptotycznego w stosunku do empirycznego w kie-
runku dodatnim, $wiadczace o konserwatywnym charakterze testéw (rys.
3.22-3.25). Przesuniecie rozktadéw spowodowalo, ze otrzymane oszacowa-
nia rozmiaru testéw byly systematycznie zanizone — najczesciej nie przekra-
czaly lub nieznacznie przekraczaly 4% (tab. 3.5). Zaobserwowana niedoktad-
nos¢ i konserwatywny charakter testow sugeruja, ze zastosowanie rozktaddw
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asymptotycznych w tej grupie testow prowadzi do zbyt rzadkiego odrzucania
hipotezy zerowej. Moze to skutkowaé¢ btedng akceptacja modelu w przypadku
faktycznego wystapienia autokorelacji przekroczen VaR. Sposrdd calej grupy
testéw gestosci spektralnej najwieksza zgodnoscig rozktadow charakteryzowat
sie test SDap, wykorzystujacy statystyke Andersona-Darlinga.

Tab. 3.5: Empiryczny rozmiar testow gestosci

spektralnej
Test Dtugos¢ szeregu
250 500 750 1000
SDks 0,028 0,029 0,033 0,032
SDrui 0,028 0,031 0,033 0,035
SDcvm 0,033 0,037 0,039 0,041
SDap 0,035 0,040 0,043 0,045
/(SDks)
F(sDys) N
1,0 e Lt
0.8 o {
0.6
0.4 05
" /\
; SDkg I NS
1 2 3 4 1 2 3 4
(a) Dystrybuanta (b) Funkcja gestosci

Rys. 3.22: Empiryczny i asymptotyczny rozktad statystyki testu SDks

F(SDKui) F(SDKwi)
1,0 t

0.8
0.6
0.4

0,2

SDk i

(a) Dystrybuanta (b) Funkcja gestosci
Rys. 3.23: Empiryczny i asymptotyczny rozklad statystyki testu SDgwi

Ostatnig grupa testéw VaR, analizowang pod katem rozmiaru, byty te-
sty wielowymiarowe LBy i LRy, pozwalajace na jednoczesne sprawdzanie
autokorelacji przekroczen w modelach VaR dla wielu pozioméw tolerancji.
W przypadku obydwdéch testéw wielowymiarowych oszacowania rozmiaru
przekraczaly 10% dla szeregéw liczacych 250 obserwacji (tab. 3.6). Réznice
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HSDeyar) 7(SDcyar)
10
081
0,6}
041
02F

SDceyy

‘ SDcym
0,1 02 03 04 05 02 04 06 08 1,0

(a) Dystrybuanta (b) Funkcja gestosci
Rys. 3.24: Empiryczny i asymptotyczny rozkltad statystyki testu SDcv

F(SDyp) 7(SDkut)
1,0 —_— —_
0.8
0,6 1,0
0.4

SD,p 056 SDKui
2 4 6 8 1 2 3 4

(a) Dystrybuanta (b) Funkcja gestosci
Rys. 3.25: Empiryczny i asymptotyczny rozktad statystyki testu SDap

miedzy rozktadami empirycznymi i asymptotycznymi dla szeregéow o dtugo-
Sci 250 potwierdzita analiza graficzna (rys. 3.26-3.27). Jednak w rozwazanej
grupie testéw zaobserwowano wyrazng zbiezno$¢ rozktadéw empirycznych do
rozktadéw asymptotycznych przy wydhuzaniu szeregéw czasowych.

Tab. 3.6: Empiryczny rozmiar wielowymiaro-
wych testéow VaR

Dtugoéé szeregu

Test

250 500 750 1000
LBy 0,199 0,126 0,105 0,092
LRy 0,102 0,092 0,095 0,087

Poréwnanie testéw wielowymiarowych pokazalto, ze wykorzystanie, zapro-
ponowanego w niniejszej pracy do oceny modelu VaR, testu LRy, poréwnuja-
cego macierze korelacji, pozwolito zblizy¢ rozmiar empiryczny do przyjetego
poziomu 5%. Dla najkrétszych rozwazanych szeregéw — o dlugosci 250 ob-
serwacji — wielowymiarowy test LBy charakteryzowat sie rozmiarem bliskim
20%, natomiast zastosowanie testu LRy umozliwito zmniejszenie btedu, po-
legajacego na nieprawidtowym odrzucaniu hipotezy zerowej, do ok. 10%
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FLB) F(LRES)
1,0 /’—-—’— 3
08 0,10
0,08 |
0,6 [
0,06
04 0,04 |
0,2 0,02 {
f LBy 0,00 LRES
10 20 30 40 10 20 30
(a) Dystrybuanta (b) Funkcja gestosci

Rys. 3.26: Empiryczny i asymptotyczny rozktad statystyki testu LBy

1207:3%) J(LRES)

1,0 ————— 025

08 0,20

0,6 0,15

0,4 0,10

0.2 0,05

s LRy 0,00 LRES

5 10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
(a) Dystrybuanta (b) Funkcja gestosci

Rys. 3.27: Empiryczny i asymptotyczny rozktad statystyki testu LRy

W wyniku poréwnania wszystkich rozwazanych w niniejszym badaniu te-
stow autokorelacji VaR wyciagnieto wniosek, ze najlepszym dopasowaniem
rozmiaru empirycznego do zalozonego poziomu istotnosci charakteryzuja sie:
klasyczna statystyka Ljunga-Boxa LB oraz dynamiczny test kwantylowy
DQ), oparty na podejéciu regresyjnym. Poza typowymi testami autokorela-
cji, najwieksza doktadno$é w odniesieniu do do btedu I rodzaju stwierdzono
dla testéw zgodnosci, w ktorych weryfikacja modelu VaR dokonywana jest
w oparciu o dopasowanie calych rozktadéow prawdopodobienstwa. Zaréwno
dla testu LRp opartego o momenty jak i dla nieparametrycznych testéw
Dks, Diwi, Dov i, Dap otrzymane oszacowania rozmiaru byty bliskie 5%.

3.3.2. Ocena mocy testow VaR

Ocena mocy testéw odnoszacych sie do bezwarunkowego rozktadu przekro-
czen — 11, Zye, LRyc, Wye, LMy, i LRrypr — przeprowadzona zostata z wy-
korzystaniem procesu Bernoulliego z parametrem m; # p, zatem prawdopo-
dobienstwo przekroczenia VaR ustalono na poziomie niezgodnym z hipoteza
Hy. Przyjmowano 7 kolejno na poziomach 0,01; 0,03; 0,07; 0,09.

Symulacyjna ocena mocy pozostatych testow — odnoszacych sie do wa-
runkowego rozktadu przekroczen — wymagala generowania danych charakte-
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ryzujacych si¢ okreslong struktura zaleznosci w czasie. W niniejszej pracy
rozwazano cztery schematy autokorelacji odzwierciedlajace zjawisko groma-
dzenia zmienno$ci oraz, wynikajace z niego, skorelowanie zmiennych tworzg-
cych proces wyjatkéw VaR (rozdz. 3.2.). Dla kazdego schematu analizowano
trzy warianty cechujace sie rézng sita zaleznosci, zatem lacznie rozwazano 12
struktur korelacji.

W trzech poczatkowych schematach zastosowano dwustopniowa proce-
dure, ktoérej pierwszy krok polegal na generowaniu wartosci stopy zwrotu
z procesu cechujacego sie gromadzeniem zmiennosci. Jako miare gromadze-
nia zmiennosci przyjeto korelacje kwadratéw stopy zwrotu. Wykorzystywano
zatem generatory zmiennych losowych umozliwiajace uzyskanie zmiennych,
ktérych kwadraty majg zadang strukture korelacji. Kolejne warianty w kaz-
dym ze schematéw byty tak dobierane, by wspoétezynnik autokorelacji kwa-
dratéw p; wynosit 0,1; 0,3 1 0,5. W drugim kroku procedury przyjeto osza-
cowanie VaR na poziomie kwantyla rzedu p = 0,05 bezwarunkowego roz-
ktadu stopy zwrotu. Niedopasowanie modelu VaR oraz modeli generujacych
wartosci stopy zwrotu pozwolito uzyskaé¢ proces przekroczen cechujacy sie
autokorelacja, o udziale przekroczen zgodnym z przyjetym poziomem tole-
rancji. W przypadku testéw dla dwoch pozioméw tolerancji — LBy i LRy
— oszacowania VaR przyjmowano na poziomach kwantyli rzedéw p; = 0,01
ipy=0,05.

W pierwszym schemacie do odzwierciedlenia zjawiska gromadzenia zmien-
nosci wykorzystano proces GARC H(1,1) postaci (3.3.1.) z parametrami wy =
0,000001, By = 0,85. Warto$¢ parametru «; ustalana byla w taki spo-
sOb, by zapewnié, ze wspotczynnik autokorelacji p; kwadratéow stopy zwrotu
Ryt = 1,2,... przyjmie ustalona warto$¢, wynoszaca kolejnych wariantach
0,1; 0,3; 0,5.

Drugi schemat rozwazany w pracy wykorzystywalt proces BGAR(1)
Yo (k,0,r) = By (kr,kr)Y,_1(k,0) + G.,(kT, 0),

o rozkladzie brzegowym gamma I'(1,2). Wartodci zmiennych G, (kF,6)
i By(kr,kr), ¥ = 1 — r, generowano niezaleznie z rozkladéw odpowiednio
gamma I'(k7,0) i beta B(kr, kr), natomiast wartosci Y,,—1(k, 0, r) pochodzity
z rozktadu T'(k, 6). Warto$¢ parametru k przyjeto na poziomie k = %, pa-
rametru 6 na poziomie 6 = 2, natomiast parametr r, odpowiadajacy za site
autokorelacji kwadratéw zmiennej, przyjmowal w kolejnych wariantach war-
tosci 0,1; 0,3; 0,5.
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W procesie BGM A(1), wykorzystanym w kolejnym eksperymencie,

k ks ks k
0 Bn 9 Gn )
1+s’ )+ (1—|—S 1+s) (1+s

n — n(

0)

taki sam jak wyzej rozklad brzegowy gamma uzyskano poprzez generowanie
w sposéb niezalezny wartosci Gn(ﬁ’ 0) 1 B,( 1’1:, 1’155 ), s = 1—s, z rozkladow

odpowiednio F(l%sﬁ) i 5(1]%7 1’fs) z parametrami k = %,9 = 2. W celu
otrzymania odpowiednich wartosci wspotczynnika autokorelacji kwadratéw

przyjmowano s = lflpl, gdzie warto$¢ p; wynosita kolejno 0,1; 0,3; 0,5.

W ostatnim schemacie autokorelacji zastapiono dwustopniows procedure
otrzymania procesu wyjatkow VaR bezposrednim generatorem procesu wy-
jatkéw, opartym na wtasnosci Markowa. Poniewaz w tak skonstruowanym
eksperymencie nie generuje si¢ wartosci stopy zwrotu, konieczne byto przy-
jecie miary zaleznoéci nie odwotujacej sie do procesu (R;)L . Jako miare za-
leznosci miedzy kolejnymi przekroczeniami przyjeto m1; w macierzy przejsé
taficucha Markowa. Ustalono rozktad poczatkowy (mp;m) = (0,95;0,5).
Wszystkie analizowane warianty spetnialy w1 # mp1, co gwarantowalo istnie-
nie zaleznosci miedzy przekroczeniem VaR a wartoscig procesu w kolejnym
okresie. Rozwazano parametr 711 o wartosciach 0,1; 0,2; 0,3, natomiast war-
tosé¢ mp1 przyjmowana byta na poziomie zapewniajacym stacjonarnosé pro-
cesu. W rozkltadzie stacjonarnym prawdopodobienstwo wystapienia wyjatku

byto zgodne z zatozonym poziomem tolerancji'C.

W przypadku wielu rozwazanych testow korzysta sie z asymptotycznych
rozktadéw statystyk testowych. W wigkszosci testéw rozmiar préby odpo-
wiada liczbie przekroczen VaR, ktéra jest z reguly niewielka, zatem korzy-
stanie z rozkladow granicznych mogtoby powodowaé¢ duzg niedoktadno$é ana-
liz. Z tego wzgledu dla testow, w przypadku ktérych nie jest znany doktadny
rozktad statystyki dla préby skonczonej, symulacyjng ocene mocy przeprowa-
dzono przy zastosowaniu techniki testu Monte Carlo (rozdz. 3.1.2.). Zgodnie
z algorytmem testu Monte Carlo rozktady statystyk testowych wyznaczano
symulacyjne. Dla rozktadow dyskretnych zastosowano randomizacje testow,
umozliwiajaca doktadne zachowanie rozmiaru.

Badanie symulacyjne przeprowadzono dla poziomu istotnosci a = 5%.
Eksperymenty powtarzano dla szeregéow o dtugosci T' = 250, 500, 750, 1000,
wykonujac kazdorazowo 10000 replikacji''. W teécie LRpqqs, gdzie rozmiar

10 Reprezentacja proceséw GARCH(q,r), BGAR(1), BGMA(1) i Markowa oraz ich
podstawowe wlasnosci podane zostaty w rozdz. 3.2.
11 Taka liczba replikacji zagwarantowata otrzymanie doktadnych oszacowan, zwlaszcza
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proby rozumiany jest jako liczba wyjatkéw N, podobnie jak przy badaniu roz-
miaru, eksperymenty skonstruowano w ten sposéb by uzyskaé¢ odpowiednig
liczbe N, réwna wartoéci oczekiwanej liczby przekroczen E(3(_, I;) = Tp.

W pierwszym etapie badania zwiazanego z ocena mocy testow VaR prze-
prowadzono poréwnanie testow 11, Zye, LRy, Wye, LMye i LRy ppr, odno-
szacych sie do bezwarunkowego rozktadu wyjatkéw, stuzacych sprawdzaniu
udziatu przekroczen VaR (tab. 3.7-3.10). Symulacyjna ocena mocy testéw
tej grupy pokazala, ze najwyzsza moca cechowaty sie testy 71 i Z,., oparte
bezposrednio na rozktadzie dwumianowym lub na zbieznoéci rozktadu dwu-
mianowego do rozkladu normalnego. Szczegdlnie duza przewage tych testow
(przejawiajaca sie w niektérych eksperymentach niemalze dwukrotnie wyzsza
moca empiryczng — tab. 3.9) w stosunku do testéw opartych na rozktadzie x?
zaobserwowano dla krétkich szeregéw czasowych. Testy 171 i Z,. byly w sta-
nie wykrywaé¢ bledne modele ryzyka z ok. 70% skuteczno$cig na podstawie
szeregow 750 obserwacji (w przypadku niedoszacowania ryzyka, t.j. p = 0,7
lub p = 0,9) lub na podstawie 500 obserwacji (w przypadku przeszacowania
ryzyka, t.j. p=0,11ub p =0, 3).

Tab. 3.7: Empiryczna moc na podstawie eks-
perymentu opartego na schemacie Bernoul-

liego, p = 0,01
Test Dtugos¢ szeregu
250 500 750 1000
Ty 0,99 1,00 1,00 1,00
Zue 0,99 1,00 1,00 1,00
LR, 0,98 1,00 1,00 1,00
Wae 0,99 1,00 1,00 1,00
LMy, 0,97 1,00 1,00 1,00
LRrurF 0,28 0,34 0,33 0,33

Wérdd testéw bazujacych na statystyce o rozktadzie x? testy LMye i We
charakteryzowaly sie wyzsza czestoscig odrzucania btednej hipotezy od stan-
dardowej statystyki LR,.. Szczegdtowe wnioski dotyczace mocy tych testow
roznity sie znaczaco w zaleznosci od hipotezy alternatywnej. W przypadku
niedoszacowania ryzyka (p = 0,7 lub p = 0,9), co uznawane jest za szczegdl-
nie niebezpieczne z punktu widzenia zarzadzania ryzykiem w praktyce, naj-
wieksze oceny mocy uzyskano dla testu LM,., ktérego konstrukcje zapropo-
nowano w niniejszej pracy, w oparciu o regute regute mnoznikéw Lagrange’a

dla dluzszych szeregéw, gdzie réznice przy powtarzaniu eksperymentéw widoczne byty
dopiero na trzecim miejscu po przecinku.
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Tab. 3.8: Empiryczna moc na podstawie eks-
perymentu opartego na schemacie Bernoul-

liego, p = 0,03
Test Dtugos¢ szeregu
250 500 750 1000
T 0,45 0,72 0,86 0,94
Zue 0,47 0,72 0,87 0,94
LRy 0,37 0,62 0,80 0,90
Wae 0,42 0,67 0,83 0,92
LM, 0,28 0,56 0,76 0,89
LRrurr 0,07 0,06 0,07 0,07

Tab. 3.9: Empiryczna moc na podstawie eks-
perymentu opartego na schemacie Bernoul-

liego, p = 0,07
Test Dtlugo$c¢ szeregu
250 500 750 1000
T 0,37 0,62 0,74 0,86
Zue 0,39 0,60 0,74 0,86
LRy, 0,21 0,46 0,62 0,76
Wae 0,16 0,39 0,55 0,72
LMy, 0,31 0,53 0,67 0,80
LRrTuFF 0,06 0,07 0,07 0,07

Tab. 3.10: Empiryczna moc na podstawie
eksperymentu opartego na schemacie Berno-
ulliego, p = 0,09

Dtlugosé szeregu

Test
250 500 750 1000
T 0,81 0,97 1,00 1,00
Zue 0,82 0,97 1,00 1,00
LRy 0,67 0,93 0,99 1,00
Wae 0,57 0,91 0,98 1,00
LMy, 0,77 0,96 0,99 1,00
LRruFrF 0,08 0,08 0,08 0,09

(tab. 3.9-3.10). Test ten osiagal moc rzedu 70% dla szeregéw 750 obserwacji,
natomiast testy LR,. i Wy, dla 1000 obserwacji. Z kolei w przypadku prze-
szacowania ryzyka (p = 0,1 lub p = 0,3) najwyzsza moca charakteryzowal
sie test Wy, skonstruowany w mysl zasady Walda (tab. 3.7-3.8). Osiagal on
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empiryczng czesto$é odrzucania blednej hipotezy na poziomie 70% przy 500
obserwacjach, natomiast testy LR,. i LM,. przy 750 obserwacjach.

Bardzo niskie oszacowania mocy, odbiegajace od pozostatych testow, za-
obserwowano dla testu LRpypr, ktory wykorzystuje niewielky czesé informa-
cji z proby, gdyz jego kryterium testowe zbudowane jest jedynie na podstawie
czasu uptywajacego do pierwszego przekroczenia VaR. Otrzymane oszacowa-
nia mocy dla tego testu byly we wszystkich eksperymentach nizsze od 40%,
niezaleznie od dtugosci szeregu.

W kolejnym etapie badania oceniano moc testow odnoszacych sie do wa-
runkowego rozktadu przekroczen VaR, stuzacych wykrywaniu autokorelacji.
Pierwsza grupa analizowanych testéw autokorelacji bylty testy LR;nqg, DQ
DQogist; LB, Q4 1 WW, skonstruowane w oparciu o zero-jedynkowy proces
wyjatkéow VaR, zgodny z taicuchem Markowa (tab. 3.11-3.14).

Tab. 3.11: Empiryczna moc na podstawie ekspery-
mentu opartego na procesie GARCH

Dlugoéé szeregu
250 500 750 1000
0,1 0,10 0,16 0,20 0,22
LRing 0,3 0,23 042 0,58 0,69
05 026 046 0,60 0,71
0,1 0,28 041 0,52 0,64

DQ 0,3 050 0,82 095 0,99
0,5 049 094 099 1,00

Test

0,1 025 034 041 0,49
DQiogist 03 059 083 094 0,97
05 0,75 0,96 0,99 1,00

0,1 0,28 043 0,56 0,65
LB 0,3 056 082 092 097
0,5 0,60 0,82 091 0,96

0,1 012 016 0119 0,20
X 0,3 021 036 047 0,54
05 022 042 055 0,64

0,1 007 0,12 0,14 0,18
wWWw 0,3 0,13 027 040 048
05 0,14 030 044 0,56
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Whioski dotyczace wyboru testow o najwigkszej mocy réznity si¢ znaczaco
w zaleznodci od procesu generujacego dane. Otrzymane wyniki pokazaty, ze
rozwazane testy charakteryzowaty sie najwieksza skutecznoscig w przypadku
danych pochodzacych z procesu GARC H. Ograniczajac rozwazania do tego
eksperymentu, najwieksze oszacowania mocy otrzymano dla klasycznego te-
stu autokorelacji LB oraz testow kwantylowych DQ i DQiogist- Skutecznosé
wykrywania btednych modeli rzedu 80% byla w przypadku tych testéw osia-
gana dla szeregéw 500 obserwacji (i wspétezynnika korelacji py = 0.3). Zde-
cydowanie nizsza empiryczng moc otrzymano dla popularnie stosowanego
w analizach ryzyka testu LR;,q. Skuteczno$é rzedu 70% w tym przypadku
osiggnieta zostata dopiero dla szeregu 1000 obserwacji (i wspétezynnika kore-
lacji p1 = 0.3). Najnizszymi oszacowaniami mocy charakteryzowaly sie testy

2
niezaleznosci Pearsona QY ;i serii Walda-Wolfowitza WW.

Tab. 3.12: Empiryczna moc na podstawie ekspery-
mentu opartego na procesie BGAR

Dtugosé szeregu
250 500 750 1000

01 007 0,11 012 0,14
LRina 0,3 0,30 049 067 0,76
05 0,63 087 096 0,99

0,1 0,10 0,11 0,14 0,17
DQ 0,3 032 050 0,68 0,76
05 063 088 0,97 0,99

0,1 0,09 0,09 0,10 0,11
DQiogist 0,3 0,30 042 0,56 0,66
0,5 0,63 0,85 0,95 0,99

01 009 0,13 0,16 0,17
LB 03 034 055 0,72 081
05 0,70 091 098 1,00

0,1 027 040 052 059
X 0,3 075 094 098 099
0,5 093 099 1,00 1,00

0,1 0,19 0,33 043 0,54
WWw 0,3 0,67 0,90 0,97 0,99
0,5 0,87 099 1,00 1,00

Test p1




3.3. Wyniki symulacyjnej oceny rozmiaru i mocy testéw VaR 117

W przypadku danych pochodzacych z proceséow BGAR, BGMA lub lan-
cucha Markowa najmocniejszymi testami okazalty sie testy niezaleznosci Pe-
arsona Q?‘:d i serii Walda-Wolfowitza WW, ktére osiagaty skutecznosé rzedu
70%-80% (przy wspotezynniku korelacji p; = 0.3) juz dla najkrétszych sze-
regow, skladajacych sie z 250 obserwacji (tab. 3.12-3.14). Pozostale testy
z reguly byty w stanie wykry¢ btedny model ryzyka dopiero przy szeregu 750
obserwacji (moc empiryczna ok. 70% przy wspétezynniku korelacji p; = 0.3).

Tab. 3.13: Empiryczna moc na podstawie ekspery-
mentu opartego na procesie BGMA

Dtugos¢ szeregu
250 500 750 1000

0,1 0,07 010 012 0,13
LRina 0,3 028 050 068 0,79
05 0,67 093 099 1,00

0,1 0,08 0,11 014 0,16
DQ 0,3 0,29 050 068 0,79
05 064 092 099 1,00

0,1 009 008 0,10 0,12
DQiogist 0,3 029 045 059 0,71
05 066 092 0,98 1,00

0,1 0,08 0,11 0,15 0,17
LB 0,3 0,31 0,54 0,73 0,82
0,5 0,69 094 099 1,00

. 0,1 0,27 040 052 0,60
2 0,3 0,83 097 099 1,00
05 0,99 1,00 1,00 1,00

0,1 0,18 0,32 043 0,55
wWw 0,3 0,74 095 0,99 1,00
05 097 1,00 1,00 1,00

Test

Druga rozwazang grupa testow autokorelacji byty testy LRrrqqas, LRweib,
LRyamma i EACD, bazujace na procesie odleglosci miedzy wyjatkami VaR
(tab. 3.15-3.18). Wyniki badania pokazaly, ze, tak jak wigkszo$¢ testow
poprzedniej grupy, testy te charakteryzowaly sie stosunkowo wysoka moca
w eksperymentach z procesem GARCH. W tym przypadku rozwazane testy
osiagaly z reguty moc rzedu 70% przy szeregach 500 obserwacji (i wspotezyn-
niku korelacji p; = 0.3). Najwyzsza skutecznoscia wyrdznial sie regresyjny
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test z rozktadem wyktadniczym EAC D, ktéry byt w stanie wykrywaé btedne
modele juz dla najkrétszych rozwazanych szeregéw, natomiast przy 500 obser-
wacjach (i wspétezynniku korelacji p; = 0.3) mial empiryczna moc powyzej
80%.

Tab. 3.14: Empiryczna moc na podstawie ekspery-
mentu opartego na tancuchu Markowa

Dlugoéé szeregu

250 500 750 1000

Test T11

0,1 0,10 0,13 0,17 0,19
LRing 02 036 059 0,76 0,86
03 064 089 097 0,99

01 0,10 0,15 0,19 022
DQ 02 036 059 074 085
0,3 061 087 097 0,99

0l 0,10 0,11 0,13 0,16
DQiogist 02 035 053 066 0,77
0,3 061 087 096 0,99

0,1 0,10 0,16 021 024
LB 02 039 064 0,79 0,88
0,3 067 090 098 0,99

0,1 020 028 035 043
X 02 058 080 091 096
0,3 082 096 099 1,00

0,1 0114 023 029 0,37
WWw 02 048 0,74 087 094
03 075 094 099 1,00

Test EACD charakteryzowal sie wyzsza od innych mocg réwniez w po-
zostatych eksperymentach. W przypadku eksperymentéw opartych na proce-
sach BGAR i BGMA wyraznie spadaly oszacowania mocy dla testéw LRy
i LRjamma, sprawdzajacych wlasnos¢ braku pamieci, natomiast testy LR pgas
i FACD ciagle pozostawaly stosunkowo skuteczne. Z kolei w eksperymen-
tach opartych na tancuchu Markowa spadata moc wszystkich testow. Naj-
skuteczniejsze rowniez w tym przypadku procedury LRpqes i EACD byty
w stanie wykrywaé¢ btedne modele dopiero z korelacja minimum p; = 0.5
i przy szeregach liczacych co najmniej 500 obserwacji.
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Tab. 3.15: Empiryczna moc na podstawie ekspery-
mentu opartego na procesie GARCH

Dtlugosé szeregu
250 500 750 1000

0,1 035 049 0,61 0,69
LRHaas 0,3 045 0,60 0,74 0,83
0,5 047 0,67 080 0,88

0,1 005 0,13 021 0,29
LRwein 0,3 0,32 068 086 0,93
05 044 0,75 087 0,93

0,1 0,03 006 009 0,13
LRgamma 0,3 0,17 055 0,76 0,88
05 0,28 0,70 086 0,92

0,1 031 0,31 042 0,51
EACD 0,3 059 082 093 097
0,5 0,70 0,88 096 0,98

Test

Tab. 3.16: Empiryczna moc na podstawie ekspery-
mentu opartego na procesie BGAR

Dhtugosc¢ szeregu
250 500 750 1000

0,1 024 034 040 0,46
LRHaas 0,3 055 0,76 087 0,94
05 0,73 093 098 1,00

0,1 0,03 0,02 0,02 0,02
LRwei 0,3 0,13 0,31 046 0,57
0,5 051 085 094 0,98

0,1 0,02 001 001l 0,01
LRgamma 0,3 0,10 0725 0,37 0,50
05 047 083 093 0,98

01 024 0,15 0,14 0,15
EACD 0,3 052 065 0,78 0,87
05 085 096 0,99 1,00

Test p1
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Tab. 3.17: Empiryczna moc na podstawie ekspery-
mentu opartego na procesie BGMA

Dlugoéé szeregu

250 500 750 1000

Test

0,1 0,24 0,32 0,39 0,46
LRHaas 0,3 058 0,82 091 0,96
0,5 085 0,98 1,00 1,00

0,1 003 002 002 0,02
LRwei 0,3 009 028 042 0,56
05 049 093 0,99 1,00

0,1 003 001 001 0,01
LRgamma 0,3 006 020 0,33 0,49
05 041 092 0,99 1,00

01 024 0,14 014 0,14
EACD 0,3 0550 0,66 082 0,90
05 095 0,99 1,00 1,00

Tab. 3.18: Empiryczna moc na podstawie ekspery-
mentu opartego na taricuchu Markowa

Dlugo$é szeregu
250 500 750 1000

01 0,18 025 030 035
LRHaas 02 042 061 072 080
0,3 060 082 091 096

0,1 0,03 0,03 0,02 0,01
LRweib 0,3 0,05 0,10 0,15 0,19
0,3 0,17 043 0,58 0,72

0,1 003 0,02 001 001
LRgamma 02 004 006 009 0,13
0,3 0114 0,36 050 0,67

0,1 027 0,15 0714 0,13
EACD 02 032 036 046 0,54
0,3 045 0,67 0,76 0,81

Test 11
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Ze wzgledu na koniecznosé wykorzystania wartosci stopy zwrotu do prze-
prowadzenia testow Dgg, Dxwi, Dovm, Dap, nalezacych do kolejnej grupy
— testow zgodnoéci — nie mozliwe byto przeprowadzenie oceny mocy na pod-
stawie eksperymentu opartego na procesie Markowa, w ktérym bezposrednio
generowane sg, przekroczenia VaR. Oceng mocy przeprowadzono na podstawie
eksperymentéw wykorzystujacych procesy GARCH, BGAR i BGMA (tab.
3.19-3.21). Tak jak w przypadku poprzednich grup testéw wyzsza moc zaob-
serwowano przy eksperymencie opartym na procesie GARC H niz dla danych
wygenerowanych przez procesy BGAR i BGMA.

Poréwnanie poszczegolnych testéw zgodnoéci pokazalo, ze najwieksza
mocq charakteryzowal sie test LRpg, ktory wykorzystuje informacje o osza-
cowaniach rozktadu stopy zwrotu oraz sprawdza dopasowanie rozktadow po-
przez ich momenty (tab. 3.19-3.21). Empiryczna moc tego testu byta powta-
rzalna we wszystkich rodzajach eksperymentéw i wyzsza niz dla wezes$niej-
szych grup testéw autokorelacji VaR. Skuteczno$é rzedu 70%, dochodzaca
nawet do 90%, osiggana byta w wiekszosci eksperymentéw juz dla najkrét-
szych szeregéw, liczacych 250 obserwacji (przy wspoélezynniku autokorelacji

Tab. 3.19: Empiryczna moc na podstawie ekspe-
rymentu opartego na procesie GARCH

Dtugoécé szeregu
250 500 750 1000

0,1 008 0,08 0,09 0,10
Dks 0,3 032 043 051 0,58
05 063 0,79 087 0,91

0,1 0,14 0,16 0,18 0,20
Drcui 0,3 0,54 0,64 0,71 0,78
0,5 0,79 09 095 0,98

0,1 0,08 008 009 0,10
Dev 0,3 034 044 052 0,60
05 064 078 086 0,91

01 0012 0,12 0,13 0,14
Dap 0,3 048 058 0,67 0,75
05 075 089 095 0,98

0,1 021 021 024 024
LRp 0,3 063 068 0,71 0,73
05 081 087 089 0,89

Test
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Tab. 3.20: Empiryczna moc na podstawie ekspe-
rymentu opartego na procesie BGAR

Dlugoéé szeregu

250 500 750 1000

Test 1

0,1 007 0,08 0,08 0,08
Dks 03 0015 0,15 0,16 0,15
05 028 029 032 0,29

0,1 0,06 0,06 0,07 0,07
Drui 0,3 0,14 0,14 0,15 0,15
0,5 0,30 0,30 0,33 0,32

0,1 007 008 0,07 0,08
Deviu 0,3 0114 0,14 0,16 0,14
05 026 026 029 0,28

0,1 008 0,07 007 0,07
Dap 0,3 0116 0,15 0,17 0,14
05 029 029 032 0,29

0,1 0,14 0,22 0,36 0,46
LRp 0,3 088 0,99 1,00 1,00
0,5 1,00 1,00 1,00 1,00

Tab. 3.21: Empiryczna moc na podstawie ekspe-
rymentu opartego na procesie BGMA

Dlugoéé szeregu

250 500 750 1000

Test 1

0,1 0,08 0,07 0,07 0,07
Drks 0,3 0,13 0,13 0,13 0,12
0,5 0,19 0,20 0,20 0,19

0,1 007 007 007 007
Dircus 03 0012 0,12 0,12 0,13
05 020 021 022 022

0,1 007 0,07 0,08 0,08
Devi 0,3 0,13 0,12 0,12 0,12
05 0,16 0,18 0,18 0,18

0,1 008 007 007 0,07
Dap 0,3 014 0,12 0,13 0,11
05 0019 0,19 0,19 0,19

0,1 0015 022 037 045
LRp 0,3 092 1,00 1,00 1,00
05 1,00 1,00 1,00 1,00
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W przypadku pozostatych testow tej grupy — Dis, Drwi, Dovar i Dap
— zaobserwowano duzg wrazliwos¢, wieksza niz dla innych grup testéw, na ro-
dzaj procesu generujacego dane. Czestosé odrzucania blednej hipotezy byta
porownywalna z poprzednimi grupami testow w eksperymencie opartym na
procesie GARCH (ok. 70% osiagane przy szeregu 750 obserwacji i p; = 0.3
lub przy szeregu 250 obserwacji i p1 = 0.5). Najskuteczniejsze w tej grupie
byty testy Dgyi i Dap. Jednak empiryczna moc tych testéw byta zdecydowa-
nie nizsza w przypadku eksperymentéw opartych na innych procesach, gdzie
dla najdtuzszych szeregéw osiggala dopiero ok. 30%.

Badanie symulacyjne przeprowadzone w grupie testéw gestosci spektral-
nej — SDks, SDgwi, SDovi, SDap — tak jak w przypadku poprzedniej
grupy testéw pokazato duzg wrazliwo$é na rodzaj procesu generujacego dane,
jednak charakter zaleznosci byl odmienny (tab. 3.22-3.25). Testy gesto-
Sci spektralnej charakteryzowaty sie wyjatkowa, w poréwnaniu z innymi te-
stami, skutecznoscia w przypadku danych pochodzacych z proceséw BGAR
i BGMA, gdzie empiryczna moc tych testow z reguly przewyzszata 70% juz
dla szeregéw 250 obserwacji (przy wspotczynniku autokorelacji p; = 0.3).

Tab. 3.22: Empiryczna moc na podstawie ekspe-
rymentu opartego na procesie GARCH

Dtlugos¢ szeregu

250 500 750 1000

Test

01 0,12 0720 025 0,28
SDks 0,3 0,23 046 059 0,76
05 023 054 071 0,84

0,1 0,11 0,17 021 0,23
SDkus 0,3 0,22 043 057 0,69
05 023 051 072 0,84

0,1 0,13 0,18 0,21 0,25
SDcvm 0,3 0,25 043 0,55 0,71
0,5 0,26 0,53 0,68 0,82

01 0,13 025 030 0,34
SDap 03 0,28 058 072 0,84
05 030 067 081 091

Niewiele nizsze oszacowania mocy otrzymano przy danych pochodzacych
z tancucha Markowa, gdzie 70% skuteczno$é byta osiagalna dla 500 obser-
wacji (przy wspotezynniku autokorelacji p; = 0.3). Z kolei testy gestosci
spektralnej charakteryzowaly sie nizsza skutecznoscia wykrywania btednych



124 3. Ocena wlasnosci statystycznych testéw...

modeli ryzyka niz testy innych grup gdy obserwacje pochodzily z procesu
GARCH, typowego dla danych finansowych. W tym przypadku z reguty 70%
oszacowania mocy byly obserwowane dopiero przy 1000 obserwacji. Analiza
porownawcza poszczegolnych testéw nalezgcych do grupy testow gestodci

Tab. 3.23: Empiryczna moc na podstawie ekspe-
rymentu opartego na procesie BGAR

Dlugoéé szeregu
250 500 750 1000

0,1 025 040 047 0,55
SDks 0,3 0,74 091 0,97 1,00
05 093 099 1,00 1,00

0,1 0,18 0,25 0,32 0,39
SDrcui 0,3 065 085 094 0,98
0,5 088 0,99 1,00 1,00

0,1 026 040 046 0,55
SDcvum 0,3 0,72 092 0,98 1,00
05 093 1,00 1,00 1,00

0,1 0,22 041 046 0,53
SDap 0,3 0,71 0,92 0,98 0,99
0,5 093 1,00 1,00 1,00

Test p1

Tab. 3.24: Empiryczna moc na podstawie ekspe-
rymentu opartego na procesie BGMA

Dlugoéé szeregu
250 500 750 1000

0,1 028 037 049 0,59
SDks 03 082 097 1,00 1,00
05 098 1,00 1,00 1,00

01 020 023 031 0,40
SDkui 0,3 069 091 0,99 1,00
05 097 1,00 1,00 1,00

0,1 0,28 0,37 0,48 0,58
SDcvm 0,3 080 0,97 1,00 1,00
0,5 0,99 1,00 1,00 1,00

0,1 024 039 048 0,56
SDap 0,3 080 097 1,00 1,00
05 099 1,00 1,00 1,00

Test 1
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spektralnej pokazala, ze z reguly najwyzsza czestos¢ odrzucen btednych mo-
deli otrzymywano dla testu S D 4p opartego na statystyce Andersona-Darlinga.

Tab. 3.25: Empiryczna moc na podstawie ekspery-
mentu opartego na tancuchu Markowa

Dtugosé szeregu
250 500 750 1000

0,1 0,18 027 0,35 0,43
SDks 0,2 056 0,78 0,88 0,97
0,3 081 095 0,99 1,00

01 0,11 0,14 020 0,26
SD ks 02 044 066 080 0,92
0,3 0,72 089 098 0,99

01 017 025 032 0,37
SDcvum 02 055 0,79 0,89 097
03 082 095 099 1,00

01 016 027 033 040
SDap 02 054 080 089 095
0,3 0,83 095 099 1,00

Test

Przeprowadzenie oceny i poréwnania mocy testéw wielowymiarowych LBy
i LRy mozliwe bylo na podstawie trzech rodzajow eksperymentéw Monte
Carlo - GARCH, BGAR i BGMA — w ktérych z odpowiednich proceséw ge-
nerowano wartosci stopy zwrotu. Po przyjeciu zatozen dotyczacych modelu
ryzyka, pozwolilo to na otrzymanie oszacowan VaR na réznych poziomach
tolerancji oraz utworzenie szeregdéw przekroczen odpowiadajgcych tym pozio-
mom.

Otrzymane oszacowania dla testow wielowymiarowych pokazaly, ze ich
moc jest poréwnywalna dla réznych rodzajéw proceséw generujacych dane
(choé¢ nieco wyzsza dla proceséw BGAR i BGMA niz dla procesu GARCH)
oraz poréwnywalna z najlepszymi z wezesniej omawianych testéw (tab. 3.26—
-3.28). Empiryczna moc rzedu 70% w przypadku testéw wielowymiarowych
z reguty osiggana byta dla dtugosci szeregu wynoszacej 500 obserwacji (przy
wspOtezynniku autokorelacji p; = 0.3).

Poréwnanie wynikow badania pomiedzy testem LBy i zaproponowanym
w niniejszej pracy do oceny modeli VaR, wielowymiarowym testem dla ma-
cierzy korelacji LRy pokazato, ze wykorzystanie tego drugiego podejscia po-
zwolito uzyskaé¢ poprawe mocy. Czesto$¢ odrzucen uzyskana na podstawie
statystyki LRy byta w wigkszosci przypadkéw wyzsza niz przy wykorzysta-
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niu testu LBy. W szczegdlnosci duza (wielokrotna) poprawe mocy uzyskano
szeregdw — o dtugosci 250 obserwacji. W przypadku eksperymentéw BGAR
i BGMA pozwolito to zaobserwowaé dla takich szeregéw 70% skutecznos$é
(przy wspotezynniku autokorelacji p; = 0.3).

Tab. 3.26: Empiryczna moc na podstawie eks-
perymentu opartego na procesie GARC H

Dtlugo$é¢ szeregu
250 500 750 1000
0,1 0,06 0,32 094 0,53
LBy 0,3 0,06 0,73 098 0,92
0,5 0,07 085 099 0,97
0,1 0,18 0,27 0,34 0,39

LRy 0,3 0,35 0,58 0,70 0,81
0,5 043 0,66 0,78 0,85

Test 1

Tab. 3.27: Empiryczna moc na podstawie eks-
perymentu opartego na procesie BGAR

Dtugoéé szeregu
250 500 750 1000
0,1 0,06 0,24 092 042
LBy 0,3 0,11 0,81 1,00 0,98
0,5 020 0,99 1,00 1,00
0,1 022 034 043 0,51

LRy 0,3 0,67 088 096 0,99
05 091 099 1,00 1,00

Test p1

Tab. 3.28: Empiryczna moc na podstawie eks-
perymentu opartego na procesie BGMA

Dtugos¢ szeregu
250 500 750 1000
0,1 0,07 0,23 093 042
LBy 0,3 0,11 0,86 1,00 1,00
0,5 0,19 1,00 1,00 1,00
0,1 0,23 0,34 0,45 0,53

LRy 0,3 0,75 093 099 1,00
0,5 1,00 1,00 1,00 1,00

Test
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3.3.3. Wybér optymalnych testow VaR

Analiza poréwnawcza oszacowan rozmiaru i mocy przeprowadzona w ramach
poszczegllnych grup testéw pozwolita wytoni¢ procedury gwarantujace naj-
wyzszy stopien kontroli nad bledem pierwszego rodzaju oraz jednoczeénie
charakteryzujace sie najwyzsza skutecznoscig wykrywania btednych modeli
ryzyka. W szczegdlnosci zaobserwowano przypadki, w ktorych, dzieki zapro-
ponowanym w pracy modyfikacjom mozna uzyskaé doktadniejsze zachowanie
rozmiaru lub poprawe mocy.

W wyniku analizy testéw udziatu przekroczen VaR mozna wyciggnaé
wniosek, ze najdokladniejsze w kontekscie rozmiaru jak i najskuteczniejsze
w sensie mocy wykrywania blednych modeli byly testy oparte bezposrednio
na rozkladzie dwumianowym (77) lub jego zbieznosci do rozkltadu normalnego
(Zyue). Badanie symulacyjne pokazato, ze zbieznoéé statystyki dwumianowe;
do rozktadu normalnego jest szybsza niz statystyki ilorazu wiarygodnoéci,
w popularnym tescie Kupca (LR,.), do rozktadu x2.

W odniesieniu do testéw opartych na statystyce x?, korzystne zaréwno
z punktu widzenia praktycznego jak i z punktu widzenia wtasnosci statystycz-
nych, okazalo sie wykorzystanie zaproponowanych w niniejszej pracy staty-
styk bazujacych na zasadach Walda oraz mnoznikéw Lagrange’a. Dzigki za-
stosowaniu zasady mnoznikéw Lagrange’a uzyskano test LM,,., ktérego prak-
tyczna przewagg jest okreslonosé — zatem mozliwo$é bezposredniego stosowa-
nia — w przypadku szeregu, w ktérym nie zaobserwowano zadnego przekro-
czenia VaR. W szczegdlnosci ma to znaczenie przy testowaniu VaR na niskich
poziomach tolerancji, takich jak zalecane obecnie w Swietle Umowy Bazylej-
skiej III. Ponadto badanie symulacyjne pokazalo przewage testu mnoznikéw
Lagrange’a w odniesieniu do wykrywania modeli niedoszacowujacych ryzyka.

Spoérdd testéw autokorelacji VaR, testami, ktore zapewnialy zaréwno
doktadnosé, rozumiang jako odpowiedni poziom btedu I rodzaju, jak i wy-
sokg skuteczno$é¢ wykrywania nieprawidlowych modeli, byly: klasyczny test
Ljunga-Boxa LB oparty na wspoélczynnikach autokorelacji oraz dynamiczny
test kwantylowy D(Q oparty na podejéciu regresyjnym. Testy te mialy naj-
wyzsza skuteczno$é w przypadku danych generowanych przez proces GARCH,
co w szczegdlnosci uzasadnia ich stosowanie w analizach finansowych, jednak
ich moc pozostawala na zadowalajacym poziomie réwniez wobec innych klas
hipotez alternatywnych. Ze wzgledu na duzy btad pierwszego rodzaju, od-
rzucono, popularnie stosowany w ocenie autokorelacji przekroczen VaR, test
Christoffersena LR;,q.
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Wysoka moca, stabilng wobec réznych klas hipotez alternatywnych, wsréd
wszystkich rozwazanych testow wyrdznil sie test FACD oparty na regresji
z rozktadem wyktadniczym. Wyniki badania pokazaly jednak rozmijanie
sie rozmiaru tego testu z zalozonym poziomem istotnosci, co moze wynikaé
z faktu, ze jego hipoteza zerowa lezy dokladnie na granicy przestrzeni wszyst-
kich dopuszczalnych parametrow. Zatem przy stosowaniu tego testu naleza-
toby uwzglednié¢ korekte rozktadu asymptotycznego lub korzystaé¢ z kwantyli
empirycznych.

Inne testy wykorzystujace w swojej konstrukcji rozktad wyktadniczy i wta-
sno$¢ braku pamieci — testy Weibulla LRyyes 1 gamma LRyqmme — charak-
teryzowaly sie asymptotyczng zbieznoscia do zatozonego rozmiaru oraz za-
dowalajaca skutecznoscia w przypadku danych generowanych przez proces
GARCH, przy czym nieco lepsze wlasnosci zaobserwowano dla statystyki
LRy.ip. Jednak ich moc spadata w odniesieniu do hipotez alternatywnych
obejmujacych inne procesy.

Uwzglednienie w eksperymencie symulacyjnym szerokiej klasy proceséw
stochastycznych pozwolilo na wyciagniecie wniosku, ze waznym uzupetnie-
niem analiz ryzyka moze by¢ zastosowanie testéw opartych na gestosci spek-
tralnej, wywodzacych sie z nauk fizycznych. Pokazano ich wysoka czutosé
na btedne modele w przypadku danych generowanych przez inne procesy niz
proces GARC H, gdzie moc popularnych testéw VaR z regulty spada. Najlep-
szym sposrod testéw gestosci spektralnej, w kontekscie oszacowan rozmiaru
i mocy, byl test SDap oparty na statystyce Andersona-Darlinga. Jednak
ze wzgledu na przesuniecie rozktadu asymptotycznego w stosunku do empi-
rycznego, nalezatoby wykluczy¢ stosowanie rozktadéw asymptotycznych przy
przeprowadzaniu testéw tej grupy.

Analize testow VaR, konstruowanych w oparciu o proces przekroczen dla
jednego ustalonego poziomu tolerancji, uzupetniono propozycja testu wielo-
wymiarowego LRy, sprawdzajacego niezaleznos¢ wektoréw losowych. Podej-
Scie wielowymiarowe pozwolito na jednoczesne testowanie modelu dla wielu
poziomdw tolerancji, dzieki czemu mozliwe byto wykorzystanie wiekszej ilodci
informacji z préby. Ponadto konstrukcja zaproponowanego testu umozliwita
duza elastyczno$¢ w zarzadzaniu ryzykiem dzieki mozliwosci dostosowania
testowanego obszaru rozktadu do potrzeb analizy. W poréwnaniu z wcze-
$niejszym wielowymiarowym testem VaR, opartym na uogélnieniu statystyki
Ljunga-Boxa LBy, wykorzystanie testu zaproponowanego w niniejszej pracy
pozwolilo dwukrotnie zmniejszy¢ blad pierwszego rodzaju oraz wielokrotnie
poprawi¢ moc przy krotkich szeregach czasowych.
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W odniesieniu do propozycji restrykcyjnej oceny modeli VaR poprzez
weryfikacje zgodnoéci calego rozktadu, przeprowadzone badanie wykazato
doktadnos$¢ oraz najwiekszg skuteczno$é¢ wykrywania blednych modeli dla
procedury LRp, opartej na transformacji Rosenblatta i sprawdzaniu zgod-
nosci momentéw. Jednak ze wzgledu na zaleznos¢ tej procedury od zatozen
dotyczacych postaci parametrycznej rozkladu stopy zwrotu, jej stosowanie
w praktyce moze by¢ utrudnione. Wyciaganie zasadnych wnioskow wymaga-
toby sprawdzenia odpornosci na ryzyko estymacyjne, zwigzane z niespetnie-
niem zalozen o rozktadzie prawdopodobienstwa.

Pozostate testy zgodnosci, oparte na poréwnywaniu wartosci transfor-
mowanych zmiennych z rozkladem réwnomiernym, cechowaty sie duzag do-
ktadnoscia w sensie oszacowan rozmiaru. Jednak ich moc byta na poziomie
poréwnywalnym z innymi grupami testow jedynie w przypadku danych po-
chodzacych z procesow GARC H. Testy te nie byty skuteczne wobec innych
hipotez alternatywnych, co powoduje, ze ich stosowanie wymaga znajomog$ci
procesu generujgcego dane lub uzupetnienia innymi procedurami testowymi.
Sposrdd testéw zgodnosci z rozktadem rownomiernym, najwiecksza czestoscia
wykrywania btednych modeli cechowatl sie¢ test Dsp oparty na statystyce
Andersona-Darlinga.

3.4. Wyniki symulacyjnej oceny rozmiaru i mocy
testow ES

3.4.1. Ocena rozmiaru testow ES

Badanie rozmiaru testéw ES oparto na eksperymentach w ktoérych wartosci
stopy zwrotu Ry, t = 1,...,T generowano z procesu GARCH(1,1) postaci

Rt :O_th Zt NN(Oal)a
0 =w + o R: | + B0l (3.11)

7z parametrami'? w; = 0,000001, a = 0,14, 31 = 0, 85. Zgodnoé¢ z hipoteza
zerowg, osiagnieto poprzez wyznaczanie oszacowan ES jako wartosci oczeki-
wanej ucigtych rozktadéw Ri|{_oovar,(r)}, t = 1,...,T z wykorzystaniem
parametréw procesu generujacego dane.

12 Parametry procesu GARCH (1,1) przyjeto na podstawie badania wstepnego doko-
nanego dla szesciu indekséw gietdowych [Matecka 2011].
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W celu uzyskania wartosci zmiennej Uy, t = 1,...,T w tescie wielkosci
wyjatkéw LRES przeprowadzono transformacje Rosenblatta (rozdz. 2.3.2.)
za pomocy dystrybuanty rozktadu normalnego o warto$ci oczekiwanej zero
i odchyleniu standardowym wynikajacym z procesu (3.4.1.). Transformacji
w zmienne Z;, t = 1,...,T dokonano z wykorzystaniem wartosci parametréw
przyjetych w procesie generujacym dane. Parametry te zastosowano réwniez
do uzyskania wystandaryzowanych reszt Uy, U, i U w testach bootstrapo-
wych. Oceng rozmiaru testéw przeprowadzono w dwdch krokach. W pierw-
szym z nich symulacyjnie wyznaczono rozmiar, korzystajac z teoretycznych
rozkladéw statystyk testowych, natomiast w drugim kroku dokonano graficz-
nego poréwnania kwantyli empirycznych i teoretycznych.

Badanie symulacyjne przeprowadzono dla poziomu istotnosci o = 5%.
Wszystkie eksperymenty powtorzono dla dtugosci prob T = 250, 500, 750,
1000, wykonujac kazdorazowo 10000 replikaciji'3.

Przeprowadzone badanie symulacyjne pokazalto, ze rozmiar wiekszosci te-
stow dedykowanych modelom ES zblizony jest do nominalnego poziomu 5%
(tab. 3.29). Za wyjatkiem testu bootstrapowego U* i testu Fgy, otrzymane
oszacowania rozmiaru dla wszystkich rozwazanych dtugosci szeregdéw mie-
Scity sie w przedziale od 4,7% do 5,6%. W przypadku testu LRgS zgodnosé
rozktadéw empirycznych i asymptotycznych potwierdzona zostata na podsta-
wie analizy graficznej, przedstawiajacej poréwnanie otrzymanych empirycznie
i asymptotycznych ksztaltéw funkcji gestosci i dystrybuant (rys. 3.28).

Tab. 3.29: Empiryczny rozmiar testéw ES

Dlugoéé szeregu

Test
250 500 750 1000
LBgS 0,061 0,052 0,051 0,053
S 0,056 0,047 0,049 0,050
Fen 0,156 0,200 0,251 0,299
Fgy, 0,050 0,060 0,054 0,052
U 0,035 0,043 0,046 0,047
U~ 0,103 0,112 0,125 0,142

13 Taka liczba replikacji zagwarantowata otrzymanie doktadnych oszacowan, zwlaszcza
dla dtuzszych szeregdéw, gdzie réznice przy powtarzaniu eksperymentéw widoczne bytly
dopiero na trzecim miejscu po przecinku.
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Poréwnanie takie nie byto mozliwe dla testéw nieparametrycznych oraz testu
S, w ktérym zamiast rozktadu asymptotycznego proponuje si¢ wyznaczanie
przyblizonych p—wartosci w oparciu o technike punktu siodtowego.

Oceny rozmiaru wyznaczone dla testow regresyjnych Feyp, 1 zmodyfiko-
wanej wersji I, pokazaly, ze zaproponowana standaryzacja pozwolita na
uzyskanie zgodnosci z rozktadem teoretycznym oraz, tym samym, redukcje
btedu pierwszego rodzaju. Czestos¢ odrzucen dla Fgp byta ponad dwa razy
wieksza od nominalnego poziomu istotnosci. Réznice miedzy empirycznymi
kwantylami a odpowiadajacymi im wartosciami rozktadu teoretycznego Fep
potwierdzila graficzna ocena ksztaltéw dystrybuant i gestosci (rys. 3.29). Po-
nadto w przypadku testu Fgp,, opartego na regresji, gdzie moze wystepowaé
problem braku stacjonarnosci sktadnika losowego, wyniki nie potwierdzity
zbieznosci rozkladu statystyki testowej do teoretycznego rozktadu Fischera.
W przypadku zmodyfikowanej statystyki F;, czesto$¢ odrzucen byta w przy-
blizeniu réwna nominalnemu poziomowi 5% oraz ksztalt rozktadu w przy-
blizeniu pokryt sie z ksztaltem odpowiadajacym teoretycznemu rozktadowi
Fischera (rys. 3.30).
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Rys. 3.28: Empiryczny i asymptotyczny rozklad statystyki testu LRE®
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Rys. 3.30: Empiryczny i asymptotyczny rozklad statystyki testu F¢y,

Poza testem regresyjnym Feyp, najwieksza rozbieznosé miedzy empirycz-
nym rozmiarem testu a zatozonym poziomem istotnosci zaobserwowano dla
testu bootstrapowego U™, ktory weryfikuje hipoteze o wartosci ES za pomoca
Sredniej z proby, wyznaczonej na podstawie ustalonego udziatu skrajnych ob-
serwacji. W przypadku testu U, dla ktérego otrzymano mniejszg czestos$é
popetiania btedu I rodzaju, Srednia obliczana jest dla obserwacji przekra-
czajacych poziom VaR.

3.4.2. Ocena mocy testow ES

W celu symulacyjnego wyznaczenia mocy testéw ES wykorzystano ekspery-
menty, w ktorych jako proces generujacy dane przyjeto GARCH(1,1) dany
wzorem (3.4.1.), natomiast oszacowania ES wyznaczono z uzyciem btednych
parametrow. W przypadku kazdego z rozwazanych testow przeprowadzono
cztery warianty eksperymentu symulacyjnego. W pierwszym wariancie do
wyznaczenia ES przyjeto model homoskedastyczny, w ktérym odchylenie
standardowe zmiennych R;, t = 1,...,7T ustalono na poziomie odchylenia
standardowego rozktadu bezwarunkowego. W wariancie tym uzyskano osza-
cowania FES zgodne z wartoscia oczekiwang ucietego rozktadu bezwarunko-
wego zmiennych R¢|(—oo var,(r,)), t =1, ..., T, nie uwzgledniajace zmiennosci
procesu w czasie. Pozostale trzy warianty uwzglednialy zmiennosé procesu
w czasie, jednak w kazdym momencie ¢, t = 1,...,T" odchylenie standardowe
zmiennej R; przyjmowane bylo na zanizonym poziomie o}, stanowiacym usta-
lony procent rzeczywistego odchylenia standardowego o;. Uzyskane w ten
sposéb poziomy ES odzwierciedlaty zjawisko heteroskedastycznosci ale byty
systematycznie niedoszacowane. W kolejnych eksperymentach przyjmowano
warto$ci odchylenia standardowego wynoszace 90%, 70% i 50% rzeczywistej
wartosci tego parametru.
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Podobnie jak w przypadku testow VaR, ze wzgledu na nieznajomosé
doktadnych rozktadow statystyk dla prob skonczonych, symulacyjnag ocene
mocy przeprowadzono przy zastosowaniu techniki testu Monte Carlo (rozdz.
3.1.2.). Dzieki temu zagwarantowano dokladny rozmiar testéw i uzyskano
porownywalno$é¢ otrzymanych oszacowan mocy. Zgodnie z algorytmem testu
Monte Carlo rozktady statystyk testowych wyznaczano symulacyjne. Bada-
nie symulacyjne przeprowadzono dla poziomu istotnosci @ = 5%. Wszystkie
eksperymenty powtérzono dla dtugosci prob T' = 250, 500, 750, 1000, wyko-
nujac kazdorazowo 10000 replikacji.

W pierwszym etapie oceny mocy testéw ES poréwnanie mocy przepro-
wadzono na podstawie eksperymentu, w ktorym wartosci stopy zwrotu gene-
rowano z procesu GARC H a nastepnie oszacowania ES uzyskiwano na pod-
stawie btednego modelu homoskedastycznego (tab. 3.30). W wyniku takiego
eksperymentu otrzymuje sie naprzemiennie niedoszacowane i przeszacowane
wartosci ryzyka. Z tego wzgledu w tym etapie pominieto test S oparty na
technice punktu siodtowego, ktory, ze uwagi na swojg konstrukcje, ma cha-
rakter jednostronny i stuzy jedynie wykrywaniu modeli niedoszacowujacych
ryzyka.

Tab. 3.30: Empiryczna moc na podstawie
eksperymentu Opartego procesie homoske-

dastycznym
Test Dlugoéé szeregu
250 500 750 1000
LRES 0,73 0,85 0,94 0,96
Fg, 0,09 0,15 0,17 0,20
U 0,38 041 045 0,52
U* 0,18 023 026 0,26

Najwyzsze oceny mocy, rzedu 70% lub wiecej dla wszystkich dtugosci sze-
regu, uzyskano w przypadku testu LRES poréwnujacego empiryczna i teo-
retyczna funkcje gestosci ucieta do zakresu wartosci przekraczajacych VaR.
Nizsze oceny mocy, rzedu ok. 50% zaobserwowano dla testu bootstrapowego
U. Najnizszymi oszacowaniami charakteryzowaly si¢ testy F;, — wykorzystu-
jacy podejécie regresyjne'® — oraz test bootstrapowy U*, ktérych empiryczna
moc nie przekraczala 30%.

14 Taka liczba replikacji zagwarantowala otrzymanie dokladnych oszacowari, zwlaszcza
dla dluzszych szeregéw, gdzie réznice przy powtarzaniu eksperymentéw widoczne byty
dopiero na trzecim miejscu po przecinku.

15 W badaniu mocy, ze wzgledu na duza niedoktadnoéé testu, stwierdzona przy badaniu
rozmiaru, nie uwzgledniono statystyki Fcop, zastepujac ja zmodyfikowang wersja F, .
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Wyniki testu £, pokazaly, ze zaproponowana regresja liniowa nie byla
skuteczna w sensie objasniania réznic miedzy btednymi oszacowaniami ES
a wartosciami stopy zwrotu w przypadku przekroczenia VaR. W rozwazanym
eksperymencie wyjatki VaR pojawialy sie najczesciej w okresach o zwigkszo-
nej zmiennosci rynkowej — kiedy nastepowat wzrost lub spadek stép zwrotu
natomiast dynamika oszacowan E'S byta niewystarczajaca by zapewni¢ odpo-
wiednie dostosowanie prognoz ryzyka. Sytuacje takie mogly byé poprzedzone
zaréwno okresami spokojnymi jak i moglty wystepowaé w efekcie trwalych za-
wirowan na rynku. Skutkiem tego mogt byé brak istotnosci regresji opartej
na przesztych wartoéciach stopy zwrotu i oszacowaniach FES.

Zbyt niska czestos¢ odrzucen w tescie bootstrapowym U* moze byé¢ po-
wodowana sytuacjami, kiedy w zaobserwowanym szeregu wystapito niewiele
przekroczen VaR — ponizej wartosci oczekiwanej. W takim przypadku test
U*, w przeciwienstwie do U przyjmuje zbyt duzg liczbe obserwacji nalazacych
do ogona rozktadu, wskutek czego ich érednia jest zanizona (co do wartosci
bezwzglednej). Wynikajaca z niej warto$é statystyki testowej jest w konse-
kwencji niewystarczajaca do odrzucenia btednej hipotezy zerowe;j.

Drugi etap oceny mocy testéw ES przeprowadzono na podstawie ekspery-
mentu, w ktérym wartosci stopy zwrotu generowane byty z procesu GARCH
a nastepnie oszacowania FS uzyskiwano przyjmujgc model o zanizonym od-
chyleniu standardowym (tab. 3.31). Otrzymane rezultaty pokazaly, ze naj-
wieksza czesto$¢ odrzucen btednego modelu pozwalaja uzyskaé¢ metody bo-
otstrapowe U i U*, oparte na oszacowaniu ES z proby oraz rozkladzie sta-
tystyki testowej otrzymanym symulacyjnie przez wielokrotne replikowanie
préoby. Wyniki badania w szczegdlnosci wskazaly na szybki wzrost skutecz-
nosci tych testéw przy oddalaniu sie od hipotezy zerowej. Efektem tego byty
oszacowania mocy rzedu 90% juz dla najkrétszych rozwazanych szeregéw przy
of =0,704.

Poréwnanie ocen mocy dla dwéch testéw bootstrapowych U i U* poka-
zato, ze wyzsza czestos¢ odrzucen otrzymywano dla testu U*, opartego na
ustalonym udziale obserwacji nalezacych do ogona rozktadu. W przeciwien-
stwie do U*, test U podlega ryzyku zwigzanemu z bledng estymacja modelu
VaR. Z tego powodu, ze wzgledu na systematycznie zanizona zmiennosé,
skutkujaca zanizonym oszacowaniem VaR, test U oparty byl, w rozwaza-
nym eksperymencie, na zbyt duzej liczbie obserwacji lezacych blisko srodka
rozktadu. Zblizenie do centralnej czesci rozktadu dziatalo w tym przypadku
w kierunku spadku mocy testu. Efekt ten mial jednak znaczenie jedynie
w poblizu hipotezy zerowej (o = 0,0907).
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Tab. 3.31: Empiryczna moc na podstawie ekspery-
mentu opartego na procesie GARCH

Dlugos¢ szeregu
250 500 750 1000

0,90; 0,63 0,77 0,85 0,89
LBES 0,70: 065 0,81 0,88 0,92
0,50; 0,90 0,98 0,99 1,00

0,90 035 052 0,64 0,71
S 0,70, 054 074 0,85 0,91
0,50 087 0097 0,99 1,00

0,90 0,06 0,05 005 0,05
Fi, 0,70 0,05 0,05 005 0,06
0,50, 0,06 0,04 005 0,06

0,90; 0,18 0,29 0,36 0,44
U 0,70¢ 0,92 1,00 1,00 1,00
0,50¢ 1,00 1,00 1,00 1,00

0,90, 0,48 0,72 0,88 0,91
U* 0,70 1,00 1,00 1,00 1,00
0,50, 1,00 1,00 1,00 1,00

Test o}

Podobnie duza skutecznoscig jak testy bootrstrapowe charakteryzowaly
sie testy S i LRES, ktére osiagnety czestotliwoéé odrzucania btednej hipo-
tezy rzedu 70% dla 500 obserwacji i of = 0,704 oraz niemalze 90% dla 250
obserwacji i of = 0,50;,. W szczegélnosci, w przypadku testu LR%S , em-
piryczna moc rzedu 70% przy 500 obserwacjach dla wszystkich wariantéw
eksperymentu potwierdzita duza czuto$é¢ tego testu na modele niedoszacowu-
jace ryzyka.

Najnizsza moca charakteryzowat si¢ test regresyjny Fyy,, gdzie czestotli-
woé¢ wykrywania blednych modeli byla bliska zatozonemu rozmiarowi te-
stu. Rozwazany na tym etapie badania eksperyment pokazal zatem moz-
liwosé obciazenia testu. W eksperymencie tym przekroczenia VaR wyste-
powaly zaréwno w okresach spokojnych jak i charakteryzujacych sie duza
zmiennoscia. W przypadku wystandaryzowanych danych, bedacych pod-
stawg testu Fy,, wielkoS¢ wyjatkow w kazdej sytuacji generowana byta przez
ten sam system, niezaleznie od zjawiska gromadzenia zmiennosci wystepu-
jacego w danych wyjsciowych. Z tej przyczyny dostepne informacje o sto-
pie zwrotu lub prognozach ES z okreséw poprzedzajacych mogty nie mieé
mocy objasniania, w sposéb statystycznie istotny, wielkosci przekroczen VaR.
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3.4.3. Wybor optymalnych testow ES

W poréwnaniu z weryfikacja modeli VaR, testowanie modeli ES jest za-
daniem bardziej wymagajacym z punktu widzenia teorii statystyki. Mimo
powszechnej akceptacji tej miary ze wzgledu na jej ugruntowanie w aksjoma-
tycznej teorii ryzyka, testowanie ES wcigz pozostaje tematem dyskusyjnym
[np. Carver 2013, Carver 2014, Hull i White 2014]. Gléwnym wyzwaniem
w tym zakresie jest brak znajomosci odpowiednich rozktadéw statystyk te-
stowych lub przynajmniej p-wartosci, potrzebnych do podejmowania decyzji.
E'S definiowana jest jako wartos¢ oczekiwana obserwacji nalezacych do ogona
rozkladu, zatem jej oszacowanie nie moze byé¢ bezpos$rednio poddane proce-
durze testowej, gdyz rozktad sredniej skrajnych obserwacji z proby w ogdlnym
przypadku nie jest znany.

Przeprowadzone badanie pozwolito wybra¢ dwie statystyki testowe, ktore
w rézny sposOb omijaja problem nieznajomo$ci rozktadéw oraz charaktery-
zuja sie najlepszymi wlasnodciami statystycznymi. Symulacyjna analiza roz-
miaru i mocy pokazala, ze test S, oparty na aproksymacji p-wartosci za po-
mocy rozwiniecia funkcji generujacej momenty w szereg Taylora, oraz test U,
wykorzystujacy metode bootstrapows, gwarantujg zaréwno dokladno$é¢ jak
i skuteczno$é, rozumiang jako moc wykrywania niepoprawnych modeli.

Wybor testu U, jako testu optymalnego sposrod dwéch procedur bootstra-
powych U i U* podyktowany zostatl przede wszystkim symulacyjng ocena
rozmiaru rozwazanych metod. Zawyzone wyniki rozmiaru zaobserwowane
dla testu U* pokazaly mozliwosé zbyt czestego odrzucania hipotezy zerowej
w przypadku korzystania z bootstrapowego oszacowania rozktadu tej staty-
styki. Z drugiej strony test U, wykorzystujacy w swojej konstrukeji oszaco-
wanie poziomu VaR, moze prowadzi¢ do btednych decyzji w przypadku gdy
poziom ten zostanie nieprawidtowo wyznaczony. Zatem praktyczne stosowa-
nie testu U wymaga gwarancji prawidtowej oceny VaR lub przeprowadzenia
dodatkowej analizy ryzyka estymacyjnego, zwigzanego z niewlasciwymi wy-
nikami estymacji VaR.

Tak samo jak w przypadku testu bootstrapowego U*, analiza rozmiaru
pokazata koniecznos¢ przeprowadzenia modyfikacji lub odrzucenia procedury
regresyjnej Foy,. Zastapienie statystyki Foy, zmodyfikowang wersja F(y,, gdzie
zapewniona zostala przyblizona stacjonarnos$é¢ sktadnika losowego réwnania
regresji, przyniosto efekt zachowania odpowiedniego rozmiaru testu, jednak

badanie mocy wykazato nieskutecznos¢ omawianej procedury w wykrywaniu
blednych modeli ES.
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Wybrane w wyniku poréwnania rozmiaru i mocy procedury S i U, wery-
fikujace model E'S poprzez oceng zaobserwowanych wartosci tej miary, uzu-
peliono parametrycznym testem LREY ktéry ocenia zgodnoéé rozktadéw
prawdopodobienstwa. Procedura ta, analogicznie do testu LRp dla miary
VaR, bada dopasowanie momentow rozktadu teoretycznego i empirycznego,
jest zatem bardziej restrykcyjna w swojej konstrukeji niz testy S i U. W przy-
padku miary ES, w przeciwienstwie do VaR, ocena zgodnosci rozktadow
ograniczona jest do skrajnych wartosci zmiennej losowej. Wyniki badania
symulacyjnego, podobnie jak w przypadku statystyki LRp, pokazalty zgod-
no$¢ rozmiaru z zatozonym rozmiarem nominalnym oraz wysoka moc testu
LRgS . Jednak ze wzgledu na wykorzystywanie zatozen o parametrycznej po-
staci rozktadu, statystyka ta moze by¢ narazona na ryzyko estymacyjne. Jej
praktyczne stosowanie wymaga zatem sprawdzenia odpornosci na btedna spe-
cyfikacje rozktadu stopy zwrotu.






Rozdziat 4

Weryfikacja modeli ryzyka
na przykladzie szeregow
empirycznych

Podstawowym obszarem zastosowan modeli ryzyka, opartych na rozwaza-
nych w niniejszej pracy miarach, jest rynek finansowy. Jednak ze wzgledu na
uniwersalny charakter poje¢ VaR i ES, moga one by¢ rowniez stosowane do
oceny ryzyka zwiazanego z innego rodzaju dzialalnoscia gospodarcza. Pre-
zentowany w niniejszym rozdziale pracy zakres zastosowan modeli opartych
na VaR i ES uwzglednia rynek finansowy oraz towarowy. Pokazane zostaty
przyktady zastosowania procedur testowych omawianych we wcze$niejszych
czedciach pracy do rzeczywistych szeregéow czasowych, obejmujacych indeksy
cen akcji, surowcéw oraz zboz.

Przyktad wykorzystania testéw statystycznych oparty zostal na szeregach
prognoz stop zwrotu, przekroczen VaR i oszacowan ES, wynikajacych z zasto-
sowania konkurencyjnych modeli szeregéw czasowych. W przypadku wszyst-
kich rozwazanych indekséw gietdowych zastosowano jednolita procedure es-
tymacji wartosci VaR i wartoéci ES. W ramach parametrycznych metod esty-
macji wykorzystano zaréwno homoskedastyczne modele VaR, ze sktadnikiem
losowym pochodzacym z rozktadéw normalnego i t-Studenta, jak i modele
heteroskedastyczne, ktore uwzgledniajg zmiennosé wariancji rozktadu w cza-
sie. Ze wzgledu na mozliwo$¢ wystepowania réznych zachowan inwestoréw
w sytuacji wzrostéw oraz spadkéw na rynku, uwzgledniono réwniez modele
heteroskedastyczne z asymetrig zmiennosci. Rozwazano parametryczne mo-
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dele GARCH oraz modele POT wywodzace sie z teorii wartosci ekstremal-
nych. Umozliwito to przewidywanie poziomu zagrozenia z wykorzystaniem
rozkltadéw klasy Pareto, opisujacych grube ogony oraz prognozowanie straty
w sytuacjach ekstremalnych wahan, kiedy przekraczany jest poziom VaR.
W obszarze statystyki nieparametrycznej zastosowano metody polegajace na
bezposrednim szacowaniu kwantyla, omijajace problem przyjmowania zato-
zen o klasie rozktadéw prawdopodobienstwa zmiennej losowej. Wykorzy-
stano podejscie klasycznej symulacji historycznej oraz symulacji filtrowanej,
uwzgledniajacej zmiennos¢ momentéw rozktadu stopy zwrotu w czasie.

W prezentowanej analizie empirycznej wykorzystano wnioski ptynace z po-
przednich rozdziatéw pracy, dotyczace wyboru testow statystycznych do we-
ryfikacji modeli ryzyka. Przeprowadzono obszerng procedure testowg ba-
zujacg na metodach reprezentujgcych wszystkie omawiane w poprzednich
rozdziatach grupy testéw VaR i ES, wybranych na podstawie przeprowadzo-
nego badania symulacyjnego. Pokazano odmiennosé¢ polskiego oraz amery-
kanskiego rynku kapitatowego, odnoszaca sie do asymetrii zachowan inwesto-
row oraz wykazano potrzebe stosowania metod analizy ryzyka dopasowanych
do specyfiki badanego rynku.

4.1. Opis badania empirycznego

4.1.1. Opisowa analiza szeregow czasowych

Weryfikacja modeli VaR i ES, przeprowadzona na przyktadzie danych empi-
rycznych, objeta szeregi czasowe S&P500, WIG20, GSCI Wheat, Gold Bul-
lion LBM!. Wybér szeregéw dokonany zostal w sposéb celowy i zostal po-
dyktowany checig uwzglednienia przyktadéw zaréwno z rynku finansowego
jak i towarowego oraz uzyskania poréwnywalnosci wynikéw z wezedniejszymi
badaniami empirycznymi dotyczacymi oceny modeli VaR i ES [np. Hamidi
et al. 2010, Kjellson 2013, Matecka 2014].

1 S&P500 jest indeksem w sktad ktérego wchodzi 500 firm o najwiekszej kapitalizacii,
notowanych na amerykanskich gieldach New York Stock Exchange i NASDAQ), natomiast
WIG20 to indeks gieldowy 20 najwiekszych spétek akcyjnych notowanych na warszaw-
skiej Gieldzie Papierow Wartoéciowych. Gold Bullion LBM jest indeksem cen spot zlota,
tworzonym na podstawie transakcji z rynku OTC, nadzorowanego przez London Bullion
Market Association. Rynek ten stanowi najwieksze, pod wzgledem wartosci rozliczanych
transakcji, $wiatowe centrum handlu zltotem i srebrem. Indeks S&P GSCI Wheat re-
prezentuje ceny spot pszenicy na amerykanskiej gietdzie Chicago Mercantile Exchange
i uznawany jest za punkt odniesienia do ocen zmian $wiatowych cen rynku zboza.
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Badanie przeprowadzono dla dziennych logarytmicznych stép zwrotu
z okresu od 1 stycznia 1995 do 31 grudnia 2013, co pozwolilo otrzymac ok.
5000 obserwacji w kazdym szeregu czasowym. Przedzial czasowy dobrano
w ten sposéb, by dostepne byly w nim dane dzienne dla kazdego z rozwa-
zanych indeksow. Dlugo$é okna, na podstawie ktoérego estymowano parame-
try modeli ustalono na 1000 obserwacji. Kazdorazowo po przesunieciu okna
dokonywano prognozy VaR i ES na jeden dzien do przodu. Korekty ocen
parametréw dokonywano co pie¢ obserwacji.

Tab. 4.1: Wartosci statystyk opisowych dla stopy zwrotu, 1.01.1995-31.06.2013

Indeks Srednia Odch. Min. Max. Skosnosé Kurtoza
std.

WIG20 0,00014 0,016  -0,097 0,082  -0,14 5,63
S&P500 0,00013 0,013  -0,095 0,110  -0,17 10,80
Gold Bullion LBM 0,00036 0,011  -0,102 0,074  -0,35 9,21
S&P GSCI Wheat 0,00019 0,019  -0,100 0,088 0,04 5,16

Przeprowadzona w pierwszym kroku badania empirycznego analiza war-
tosci podstawowych statystyk opisowych rozwazanych indekséw pokazalta, ze
indeksy WIG20 i S&P500, obrazujace ceny akcji, charakteryzowalty sie naj-
nizsza Srednia stopa zwrotu (tab. 4.1). Srednia dla indeksu WIG20, byta
wyzsza niz dla indeksu S&P500. Z wyzsza srednig dla indeksu WIG20 zwia-
zane byto wyzsze odchylenie standardowe. Ekonomiczna interpretacja tego
zjawiska nawiazuje do réznic miedzy gospodarkami o krétszej historii rynku
kapitalowego, gdzie mozliwe jest osiagniecie wysokich zyskow kosztem pod-
wyzszonego ryzyka, w porownaniu z rynkami kapitatowymi o dtugiej tradycji.

Najwyzsza Srednia stopa zwrotu charakteryzowal sie indeks Gold Bullion
LBM, obrazujacy ceny zlota. Odchylenie standardowe opisujace zmiennosé
cen ztota bylo mniejsze niz wartosci odchylenia standardowego dla indek-
sow rynkow kapitatowych, jednak wysoka stopa zwrotu pociggneta za sobg
koszt w postaci bardzo silnej asymetrii lewostronnej. Wskaznik asymetrii
dla rozwazanego indeksu osiagnat warto$¢ kilkakrotnie wyzsza (co do war-
tosci bezwzglednej) niz dla pozostatych indekséw. Jego poziom $wiadczy
o wystepowaniu wysokich odchylen stopy zwrotu w kierunku ujemnym, co
potwierdza rowniez najnizsza warto$¢ minimum otrzymana dla indeksu Gold
Bullion LBM. Stopa zwrotu dla indeksu S&P GSCI Wheat, obrazujacego ceny
pszenicy znajdowala sie przecietnie pomiedzy stopa zwrotu indekséw rynku
kapitalowego a indeksu rynku ztota, zwigzana byta jednak z najwyzszym od-
chyleniem standardowym, ktére §wiadczy o duzych przecietnych odchyleniach
od wartosci $redniej.
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Podobnie jak w przypadku cen ztota, indeksy rynkéw kapitatowych cha-
rakteryzowaly sie asymetrig lewostronna, co pokazuje typowe dla rynkdéw
akcji zjawisko wystepowania wiekszych odchylen stopy zwrotu w kierunku
ujemnym niz dodatnim. Zgodnie z interpretacjg ekonomiczng zachowan in-
westycyjnych, wigze sie to gwaltownymi reakcjami inwestoréw w przypadku
spadkéw cen. Odchylenia stopy zwrotu w gore zdarzaly sie czesciej lecz byty
nizsze, co obrazuje umiarkowane reakcje inwestorow na wzrosty cen. W przy-
padku rynku pszenicy nie zaobserwowano wyraznej asymetrii stopy zwrotu.
Stopy zwrotu wszystkich rozwazanych indekséw cechowaty sie leptokurtycz-
noscia, ktéra $wiadczy o duzej koncentracji wartosci stop zwrotu wokot éred-
niej. Najwigksze wartosci kurtozy zaobserwowano dla indekséw S&P500 oraz
Gold Bullion LBM.

WIG20, S&P500;
4000 £ t

3000 F 1500;

2000 1000 -
1000} 500}
t : t
2000 2005 2010 2000 2005 2010
(a) WIG20 (b) S&P500
Gold,
2000 S&P GSCI Wheat;
1500 | 8007
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1000 [ [
400 |
300¢ 200}
t - t
2000 2005 2010 2005 2010
(¢) Gold Bullion LBM (d) S&P GSCI Wheat

Rys. 4.1: Wartosci indekséw, 1.01.1995-31.06.2013

Na rysunkach obrazujacych historyczne wartosci indekséw rynkow kapi-
tatowych WIG20 i S&P500 wyraznie zaznaczyty sie spadki zwiazane z recesja
w poczatku obecnego stulecia oraz kryzysem finansowym zapoczatkowanym
w roku 2007 (rys. 4.1 a, b). Pomiedzy dwoma wymienionymi okresami, dla
obu indekséw widoczna byta tendencja wzrostowa, ktéra dla indeksu S&P500
utrzymywatla sie réwniez od roku 2009 do 2013. Wplyw kryzysu finansowego
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2007/2008 byt mniej widoczny w przypadku ksztaltowania si¢ cen na rynku
ztota (rys. 4.1 c¢), na ktérym widoczna byta dlugotrwala tendencja wzro-
stowa trwajaca do roku 2012. Wykres indeksu S&P GSCI Wheat pozwolit
zaobserwowaé wyrazne ozywienie w roku 2007 oraz gwattowny spadek cen po
tym czasie, poczawszy od roku 2008 (rys. 4.1 d).

Ry Ry
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Rys. 4.2: Stopy zwrotu z indekséw, 1.01.1995-31.06.2013

Historyczny przebieg zmiennosci dla analizowanych indekséw pokazany
zostal na rysunkach obrazujacych wartosci stopy zwrotu (rys. 4.2) oraz wa-
riancje oszacowana na podstawie modelu GARCH (1,1) (rys. 4.3). W przy-
padku wszystkich rozwazanych indekséw wykresy uwidocznity zjawisko gro-
madzenia zmiennosci polegajace na naprzemiennym wystepowaniu okresow
spokojnych oraz okresow cechujacych sie gwattownymi zmianami cen. Zja-
wisko to wyjadniane jest impulsywnymi reakcjami inwestoréw, bedacymi na-
stepstwem niespodziewanych zmian na rynku. Nieprzewidziane zmiany wy-
wotujg okresy wzmozonej zmiennosci, po ktérych nastepuje stopniowe uspo-
kojenie sytuacji rynkowej az do momentu wystapienia kolejnego impulsu du-
zych zmian cen.

Graficzna analiza danych potwierdzita przecietnie wyzszg zmienno$¢ in-
dekséw WIG20 oraz S&P GSCI Wheat od pozostatych dwoch rozwazanych
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indekséw. Szczegdlnie wysoki wzrost zmiennosci stop zwrotu indekséow ryn-
kéw kapitalowych zwigzany z kryzysem finansowym zobrazowany zostal na
rysunkach pokazujacych zmienno$é indekséw WIG20 i S&P500.
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Rys. 4.3: Zmienno$¢ stép zwrotu, 1.01.1995-31.06.2013

Gromadzenie zmiennosci uznaje sie za jeden z gtéwnych probleméw w za-
rzadzaniu ryzykiem rynkowym ze wzgledu na fakt, ze w przypadku zastosowa-
nia nieodpowiedniego modelu ryzyka, zjawisko to moze prowadzi¢ do szeregu
nieprzewidzianych, nastepujacych po sobie strat. Liczbowym odzwierciedle-
niem gromadzenia zmiennosci sg wartosci funkcji autokorelacji oraz autoko-
relacji czesciowej dla kwadratéw stop zwrotu, ktore wyznaczono w kolejnym
kroku analizy szeregéw czasowych (rys. 4.4 a, b, 4.5 a, b, 4.6 a, b, 4.7 a, b).
Wieksze wartosci autokorelacji oraz autokorelacji czesciowej zaobserwowano
w przypadku indekséw rynkéw kapitatowych niz dla rynkéw towarowych.

Zastosowanie modeli GARC H(1,1) do wyznaczenia ocen zmiennosci oraz
przeprowadzenie standaryzacji stop zwrotu z wykorzystaniem tych ocen po-
zwolito czedciowo wyeliminowad zjawisko autokorelacji kwadratéw stép zwrotu
(rys. 44 ¢, d, 4.5 ¢, d, 4.6 ¢, d, 4.7 ¢, d). Dzieki procedurze standaryzacji
otrzymano szeregi reprezentujace obserwacje pochodzace z rozktadéw w przy-
blizeniu niezaleznych i niezmiennych w czasie. W przypadku indeksu S&P
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GSCI Wheat zjawisko autokorelacji stop zwrotu zostato niemalze catkowicie

wyeliminowane dla wszystkich rzedéw autokorelacji.
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Rys. 4.4: Funkcje autokorelacji i autokorelacji czesciowej dla indeksu WIG20
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Rys. 4.5: Funkcje autokorelacji i autokorelacji czeéciowej dla indeksu S&P500



146 4. Weryfikacja modeli ryzyka na przyktladzie...
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Rys. 4.6: Funkcje autokorelacji i autokorelacji czesciowej dla indeksu Gold Bullion LBM
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Rys. 4.7: Funkcje autokorelacji i autokorelacji czesciowej dla indeksu S&P GSCI Wheat
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4.1.2. Zastosowane metody wnioskowania statystycznego

Przyktad wykorzystania testow statystycznych dla rozwazanych szeregéow cza-
sowych oparty zostal na oszacowaniach VaR i ES otrzymanych za pomoca
konkurencyjnych metod estymacji. Analiza poréwnawcza uwzglednita za-
rowno modele dotyczace bezwarunkowego jak i warunkowego rozktadu stép
Zwrotu.

Metody parametryczne wymagaly przyjecia zatozen dotyczacych postaci
funkcyjnej rozktadu stopy zwrotu. W badaniu rozwazano rozktady: normalny
N(p,0) i t-studenta S,. Przy zatozeniu Ry ~ N(u,0) estymatory VaR i ES
miaty posta¢ odpowiednio

VaR,(Ry) = fi+ 607 1(p),

N R

gdzie ¢ i ® oznaczaja odpowiednio funkcje gestodci i dystrybuante rozktadu
normalnego. Przy zatozeniu rozktadu t-Studenta Ry ~ S, odpowiednie wzory

przyjely postaé
v—2_

Valy(Ry) = i+ 6\| —=Fg (),
A Fg! + (F5'(p)?
S, (R) = o+ 57805 @)Y (Uivl(p» |

gdzie fg, i Fg, oznaczaja odpowiednio funkcje gestosci i dystrybuante roz-
ktadu t-Studenta S,,.

W celu uwzgledniania ryzyka zwigzanego z grubymi ogonami rozktaddow,
wykorzystano teorie wartosci ekstremalnych (EVT, ang. extreme value the-
ory). W pierwszym kroku przeprowadzono estymacje VaR i ES za pomoca
metody POT (ang. pick-over-thresholds) przy zatozeniu niezmiennosci roz-
ktadu stopy zwrotu.

Metoda POT umozliwia uzyskanie parametrycznego estymatora ogona
rozktadu zmiennej losowej bazujac na zbiezno$ci do uogdlnionego rozktadu
Pareto (GPD, generalized Pareto distribution). Jezeli X jest zmienna o nie-
znanym rozktadzie F, to rozwaza sie zmienng Y = X — u reprezentujaca
przekroczenia ponad ustalony poziom u. Zmienna Y ma rozktad dany dys-
trybuanta

F(y+u) — F(u)
1—F(u) 7’

F.(y)=P(X —u<y|X >u) = y > 0. (4.1)
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W metodzie POT wykorzystuje si¢ zbieznos¢ rozktadu Y dla y > 0 do
rozktadu GPD o dystrybuancie postaci

1+ EH)TVE dlag£0, gy > —p,
§AW) T ) _ o(-u/B) dlag=0, y=>0.

Przeksztalcajac wzor (4.1) otrzymuje sie F(x) = (1— F(u))F,(x —u) + F(u)
dla 2 > u. Wykorzystujac dystrybuante empiryczng F(u) = =", gdzie n,
jest liczba przekroczen ponad w mozna wyznaczy¢ estymator dystrybuanty

F dla ¢ > u, zwany estymatorem ogona rozktadu zmiennej X

n fr—u\—1/€ ;
F(x): —7“(1—1-57) /< dlaz>ui&#0, (4.2)
1-— %6_(1’_“)/5 dlax>uié=0.

gdzie f i B sa estymatorami parametréw odpowiednio ¢ i 8. Dzigki oszaco-
waniu parametréw £ i § uzyskuje sie estymator kwantyla rzedu s, s € (0,1),
zmiennej X oraz, ze wzoru na warto$¢ oczekiwang uogoélnionego rozktadu
Pareto mozna wyznaczy¢ estymator wartosci oczekiwanej ogona rozktadu
zmiennej X:

S| T

(”(1 _ s 1), (4.3)

Ny

BX|X > Fl(s)) = & _i(? 51__55“

, (4.4)

dla s # 0 [McNeil, Frey i Embrechts 2005].

W niniejszym badaniu oszacowania VaR i ES dla zmiennej R; za pomoca
metody POT uzyskano przyjmujac, ze rozktad R; jest niezmienny w czasie
oraz X = =Ry, t =1,.... T, n =T, s =1—p. W przypadku p = 0,05
przyjeto u na poziomie kwantyla rzedu 0,94 natomiast w przypadku p = 0,01
na poziomie kwantyla rzedu 0,98. Wykorzystano zatem estymatory postaci

. BT e
ViRy(R) = u+ - (Tu(p) 1), (45)
. _ VaR,(R) B —¢&u
ES,(R) = == et (4.6)

W przypadku modeli z warunkowsg heteroskedastycznosciag rozwazano pro-
cesy GARCH (1,1) oraz GJR—GARCH(1,1) z rozktadami: normalnym i t-
Studenta. Przyjeto model Ry = u; + 012, Zy ~ iid. z rébwnaniami wariancji
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postaci

UtQ =wp + 0‘161%71 + ﬁlat?fla (4.7)

o7 = wi + (1 +%il{e, =061 + B1071. (4.8)

Przyjmujac zatozenie o sktadniku losowym pochodzacym z rozktadu nor-
malnego Z; ~ N(0,1), t = 1,..., T, zastosowano estymatory VaR i ES odpo-
wiednio postaci

VaRy(Ry) = fu + 6.2 (p),

1
ESP(Rt) = fiy + 6t¢(®p (p)),

gdzie ¢ 1 ® oznaczaja odpowiednio funkcje gestosci i dystrybuante rozktadu
normalnego. Przy zalozeniu rozktadu t-Studenta R; ~ t, odpowiednie wzory
przyjety postac

~ . L jJv—2 _
VaR,(R) = fi + 64 Ttv '(p),

fs,(Fs, () v+ (Fg,' ()
v—1

ES,(R) = ju + & :
gdzie fg, i Fgs, oznaczaja odpowiednio funkcje gestosci i dystrybuante roz-
ktadu t-Studenta S,.

W kolejnym kroku badania wykorzystano modele opracowane na grun-
cie teorii wartosci ekstremalnych w potaczeniu z modelami heteroskedastycz-
nymi GARCH(1,1) i GJR-GARCH(1,1). Zatozono jak wyzej model warto-
sci oczekiwanej stopy zwrotu R; = iy + 0¢Zy, Zy ~ iid, gdzie wariancja oy
pochodzita z procesow GARCH(1,1) lub GJR-GARCH (1,1). W celu otrzy-
mania estymatoréw VaR i ES, postugujac si¢ metoda POT, wykorzystano
zbiezno$¢ rozkladu przekroczen zmiennej Z; ponad prog u do uogdlnionego
rozktadu Pareto. Przy powyzszych zatozeniach estymatory VaR i ES przyjety
odpowiednio postaé

ESp(Ri) = ju + 6 (ValRf(gt) + 51__55“) (4.10)

gdzie f i B sg estymatorami parametrow odpowiednio £ i § uogdlnionego
rozktadu Pareto, T, jest liczbg przekroczen zmiennej Z; ponad v natomiast
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iy i d¢ otrzymano na podstawie odpowiedniego modelu GARCH [McNeil
i Frey 2000].

Parametry modeli bezwarunkowych oraz GARCH(1,1) i GJR-
-GARCH((1,1) otrzymano metoda quasi-najwiekszej wiarygodnosci [np. Mad-
dala 2008, s. 154-157]. W celu oszacowania parametréw uogélnionego roz-
ktadu Pareto w metodzie POT wykorzystano wazong prawdopodobienstwami
metode momentéw [np. Maltecka, Pekasiewicz 2013].

Sposrdéd metod nieparametrycznych wykorzystano metode symulacji hi-
storycznej oraz filtrowanej symulacji historycznej. Metody te nie wymagaja
zadnych zalozen dotyczacych rozkladu stopy zwrotu i polegaja na wyzna-
czaniu VaR i ES jako odpowiednio kwantyla rozktadu empirycznego oraz
Sredniej arytmetycznej rozktadu empirycznego ucietego do przedziatu
(—o0, V&Rp(Rt)). Estymatorem VaR w przypadku symulacji historycznej jest

VaR,(Rr+1) = —Riry),

gdzie (Ry, Ra, ..., Rr) jest szeregiem czasowym obserwacji stopy zwrotu a Xy,
oznacza statystyke pozycyjna z proby rzedu k zmiennej losowej X. Niepara-
metrycznym estymatorem ES jest statystyka

. SEIR, poye
ESy(Ry) = — g T2V (1))

T
> =1 1{7Rt2V&RP(Rt)}

zatem

A~

1 T 1 Tp
ESp(Rt) = _TTD Z Rtl{—thvéRp(Rt)} = _TTU Z R(t)'
t=1

t=1

W metodzie symulacji filtrowanej wyznaczenie statystyk z proby, stano-
wiacych estymatory VaR i ES, dokonywane jest na podstawie szeregu osza-
cowanych reszt 7, z modelu stopy zwrotu postaci Ry = uy + 012, Zy ~ iid.
Zaktada sie ponadto, ze wariancja procesu podlega procesowi GARCH. Fil-
tracja polega na wykorzystaniu oszacowan fi; i &; otrzymanych na podstawie
odpowiedniego modelu GARC H do przeprowadzenia transformacji zmiennej
Rt W Zt

5 R —(—fu)

7, = (4.11)

Ot ’
dla —R; > V&Rp(Rt). Transformacja ta pozwala otrzymaé szereg stano-
wigcy w przyblizeniu zbiér zmiennych niezaleznych o jednakowym rozktadzie
[Barone-Adesi et al. 1999].
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Przy zalozonym modelu kwantyl zmiennej R; dany jest wzorem
Fétl (p)(Ry) = put + UtFﬁtl (p)(Z),

gdzie F gtl(p)(Zt) jest kwantylem rzedu p zmiennej Z;, natomiast wartosé
oczekiwana

E(Ry|R < Fétl(P)(Rt)) = + o B(Z4| Zy < thl(p)(Zt)).

Stad A . .
VaR;, = i + 6tht1(p)(Zt),

ESt,p = fi; + 6tE(Zt|Zt < Fﬁ}(ﬁ)(ZAt))’

gdzie F 1%1 (0)(Zy) i E(Zy|Z, < F 1%1 (p)(Zy)) otrzymano klasyczna metods, sy-
mulacji historycznej.

W niniejszym badaniu, dokonujac filtracji, zaktadano kolejno, ze warian-
cja procesu R; podlega procesowi GARCH (1,1) oraz GJR— GARCH(1,1),
uwzgledniajagcemu dodatkowo zjawisko asymetrii zmiennosci rozumiane jako
rozne reakcje zmiennosci na wartos¢ stopy zwrotu z okresu poprzedniego
w przypadku stop ujemnych i dodatnich. W modelach GARCH(1,1)i GJR—
GARCH(1,1) przyjeto specyfikacje wariancji dana odpowiednio wzorami
(4.7) 1 (4.8).

Poniewaz w celu otrzymania (i i &; postuzono sie parametrycznymi mo-
delami klasy GARC' H, cala procedura wyznaczania estymatoréw filtrowane;
symulacji historycznej miata charakter semi-parametryczny. W obydwdoch
metodach symulacji historycznej przyjeto T' = 250.

Poziom tolerancji przy szacowaniu VaR ustalono na 5%, natomiast w przy-
padku weryfikacji hipotezy dotyczacej wielokrotnych pozioméw VaR uwzgled-
niono dodatkowo VaR na poziomie tolerancji 1%.

Wymienione wyzej metody estymacji modeli ryzyka zostaly poddane oce-
nie z wykorzystaniem rozwazanych w niniejszej pracy metod wnioskowania
statystycznego. W prezentowanej analizie empirycznej wykorzystano wnio-
ski ptynace z poprzednich rozdziatéw pracy, dotyczace wyboru optymalnych
testow statystycznych do weryfikacji modeli opartych na VaR i ES. Z kaz-
dej grupy testow VaR wybrano reprezentujace te grupe procedury, kierujac
sie wynikami badania symulacyjnego, dotyczacego rozmiaru i mocy testow.
Wyodrebniono testy o rozmiarze najbardziej zblizonym do rozmiaru nomi-
nalnego a nastepnie sposréd nich wybrano procedury, ktére w danej grupie,
w $wietle wynikéw badania symulacyjnego, charakteryzowaly sie najwyzsza
moca.
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W przypadku testéw udziatu przekroczen VaR, jako testy o rozmiarze
bliskim nominalnemu i wysokiej mocy, wykorzystano test dwumianowy 7T}
oraz test oparty na zbieznosci rozktadu dwumianowego do rozkltadu normal-
nego Zy.. Spoéréd testéw opartych na statystyce x? wybrano test zbudowany
na zasadzie mnoznikéw Lagrange’a LM, zarowno ze wzgledu na wskazania
dotyczace rozmiaru jak i mocy, pokazujace jego przewaga nad testami W,
i LRy Test LRpypp zostal odrzucony ze wzgledu na niskg moc.

W grupie testéw autokorelacji VaR, opartych na procesie Markowa, wy-
brano statystyki testowe LB — oparta na wspdlczynnikach autokorelacji
— oraz D@ — opartg na regresji kwantylowej. Odrzucono popularnie sto-
sowany w analizach ryzyka test LR;,q, ktory, jak pokazaly wyniki badania
symulacyjnego, charakteryzowat si¢ najwickszym bledem pierwszego rodzaju.
Spoérdéd dwdch testéw opartych na podejéciu regresyjnym, odrzucono test
DQiogist, zaréwno ze wzgledu na blad pierwszego jak i drugiego rodzaju. Ze
wzgledu na niskie oszacowania mocy przy danych generowanych przez proces
GARCH odrzucono rowniez testy QXZ Pearsona i WW Walda-Wolfowitza.

ind

Sposréd metod wnioskowania opartych na procesie odlegtosci miedzy prze-
kroczeniami, na podstawie wynikéw dotyczacych rozmiaru, odrzucone zostaty
testy LRpaas 1 EACD. Pierwszy z nich cechowat si¢ wyzszym bledem pierw-
szego rodzaju niz inne testy danej grupy. W przypadku statystyki EACD
zaobserwowano wyrazng rozbieznos¢ miedzy empirycznym a teoretycznym
rozmiarem statystyki testowej, polegajaca na przesunieciu w kierunku dodat-
nim. Rozwazajac dwa testy oparte na sprawdzaniu braku pamieci LRy eip
i LRgamma, zaréwno ze wzgledu na oszacowania rozmiaru jak i mocy, wybrano
test wykorzystujacy rozktad Weibulla.

W grupie testow zgodnosci otrzymano zblizone oszacowania rozmiaru, na-
tomiast najwigkszymi oszacowaniami mocy charakteryzowaly sie testy LRp
i Dap, co zdecydowalo o wykorzystaniu ich w badaniu empirycznym. Spo-
srod testéow opartych na funkcji gestoéci spektralnej najmniejsza rozbiez-
noé¢ w stosunku do rozmiaru nominalnego zaobserwowano dla statystyki
Andersona-Darlinga, zatem w analizie empirycznej wykorzystano test SD4p,
oparty na tej statystyce.

W celu weryfikacji modeli opartych na mierze VaR z jednoczesnym
uwzglednieniem wielu poziomoéw tolerancji wykorzystano zaproponowany w ni-
niejszej pracy test LRp. Test ten zostat wybrany ze wzgledu na przewage nad
testem L By, stwierdzong zaréwno na podstawie badania rozmiaru jak i mocy.

W przypadku miary ES, do oceny modeli wykorzystano testy parame-
tryczne LRES i S, uwzgledniajac odmienny charakter hipotez weryfikowa-
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nych za pomoca tych procedur (zgodnosé catych ogonéw rozktadéw lub tylko
oszacowan ES). Sposréd nieparametrycznych testow ES dokonano wyboru
procedury opartej na statystyce U, uwzgledniajac wskazania badania symula-
cyjnego dotyczace zaréwno rozmiaru jak i mocy. Odrzucono testy regresyjne
ze wzgledu na niedokladno$é¢ (test Fiyp,) lub niska moc (test Fy,).

4.2. Wyniki badania empirycznego dla rynku
finansowego

4.2.1. Ocena modeli VaR i ES dla indeksu WIG20

W pierwszym etapie zwiazanym z oceng ryzyka rozwazanych indekséw prze-
prowadzono estymacje¢ miar ryzyka VaR i ES z wykorzystaniem modeli symu-
lacji historycznej i filtrowanej symulacji historycznej dla indeksu WIG20 (rys.
4.8 a, b). Analiza graficzna wynikéw pokazala niewielka dynamike ocen miar
ryzyka w modelu symulacji historycznej w poréwnaniu do rynkowej dynamiki
stop zwrotu. Wykres przedstawiajacy oszacowania VaR i ES w modelu sy-
mulacji historycznej obrazuje dlugie okresy powtarzajacych sie ocen ryzyka,
po ktoérych nastepuja skokowe zmiany. Wykres ten odzwierciedla konstrukcje
modelu symulacji historycznej, w ktérym zmiany ocen szacowanych miar na-
stepuja jedynie w przypadku zdarzenia polegajacego na witaczeniu do proby,
przy przesunieciu okna estymacji, nowej obserwacji nalezacej do ogona roz-
ktadu. Zastosowanie filtracji polegajacej wyznaczeniu ocen VaR i ES dla reszt
z modelu GARC H(1,1) a nastepnie przeprowadzeniu transformacji tych ocen
w oceny VaR i ES dla wyjsciowego szeregu stopy zwrotu pozwolito zwiekszy¢
dynamike oszacowan ryzyka.

R; Ry
0,10 0,10

0,05 0,05

2000 2005 2010
(a) ms (b) rHs
— oszacowania VaR  — oszacowania ES

Rys. 4.8: Oszacowania VaR i ES w modelach symulacji historycznej dla indeksu WIG20,
1.01.1995-31.06.2013
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Koleje etapy badania wykorzystywaty parametryczne estymatory miar
VaR i ES oraz zalozenia kolejno o rozkladzie normalnym (rys. 4.9 a, b, ¢)
i t-Studenta (rys. 4.10 a, b, ¢). Na kazdym etapie wyznaczano miary ry-
zyka w modelach: homoskedastycznym, GARCH(1,1) i GJR-GARCH (1,1).
Analiza graficzna pokazala réznice w dynamice ocen miar VaR i ES, wy-
nikajaca z zastosowania modeli homoskedastycznych lub heteroskedastycz-
nych. W pordéwnaniu do wczesniej stosowanych modeli symulacji historycz-
nej wszystkie rodzaje modeli parametrycznych charakteryzowaty sie szyb-
szym dostosowywaniem poziomu szacowanego ryzyka do zmiennoéci rynko-
wej. Przyjecie zatozenia o rozktadzie t-Studenta skutkowato otrzymaniem
wiekszych (co do wartosci bezwzglednej) ocen miar ryzyka, zwlaszcza ES,
niz w przypadku rozktadu normalnego.

Ry
0,10

0,05
0,00

=0,05

t
2000 2005 2010 2000 2005 2010 2000 2005 2010
(a) Normal (b) GARCH(1,1)-normal (C) GJR-GARCH(1,1)-normal

— oszacowania VaR  —— oszacowania ES

Rys. 4.9: Oszacowania VaR i ES w modelach z rozktadem normalnym dla indeksu WIG20,
1.01.1995-31.06.2013

R
0,10

0,05

t t
2000 2005 2010 2000 2005 2010 2000 2005 2010

(a) T-Student (b) GARCH(1,1)-t-Student (¢) GJR-GARCH(1,1)-t-Student
— oszacowania VaR  —— oszacowania ES

Rys. 4.10: Oszacowania VaR i ES w modelach z rozktadem t-Studenta dla indeksu WIG20,
1.01.1995-31.06.2013

Oszacowane w kolejnym kroku wartoéci VaR i ES, z wykorzystaniem teorii
wartosci ekstremalnych i modelu POT, charakteryzowaty sie bardzo wolnym
tempem dostosowania do zmiennosci rynkowych stép zwrotu (rys. 4.11 a).
Analiza graficzna potwierdzita zatem trudnosci w szybkim wykorzystaniu no-
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wych informacji rynkowych przy zastosowaniu modelu, w ktérym oszacowanie
parametréw uogdlnionego rozkladu Pareto wymaga duzej proby wyjsciowej,
z ktorej nastepnie wykorzystuje sie jedynie obserwacje skrajne. Potaczenie
metody POT z modelami zmiennoéci GARCH(1,1) i GJR-GARCH(1,1)
pozwolito uzyskaé znaczna poprawe dynamiki ocen miary ryzyka (rys. 4.11
b, ¢).

2000 2005 2010 2000 2005 2010 2000 2005 2010
(a) por (b) GARcH(1,1)-POT (¢) GJR-GARCH(1,1)-POT

— oszacowania VaR  —— oszacowania ES

Rys.4.11: Oszacowania VaRi ES wmodelach POT dlaindeksu WIG20,1.01.1995-31.06.2013

Finalng faza badania bylo przeprowadzenie oceny modeli ryzyka dla in-
deksu WIG20 przy wykorzystaniu wybranych testéow VaR i ES. Pierwsza
grupa przeprowadzonych testow — Ty, Z,., LM,. — miata na celu sprawdze-
nie zgodnosci udziatu przekroczen VaR z 5% poziomem tolerancji. W przy-
padku niemalze wszystkich rozwazanych modeli zastosowane statystyki te-
stowe wskazaty na brak podstaw do odrzucenia hipotezy zerowej, mowigcej
ze udzial przekroczen VaR wynidst 5% (tab. 4.2). Wyniki badania pokazaly
zatem, ze zaréwno modele homoskedastyczne jak i heteroskedastyczne byty
skuteczne w kontekécie szacowania poziomu wartosci zagrozonej VaR w tym
sensie, ze liczba obserwacji przekraczajacych VaR zgodna byla z zatozong.
Whiosek powyzszy byt niezalezny od wyboru rozktadu przyjetego w modelach
parametrycznych.

Drugg grupa zastosowanych testéw byty testy autokorelacji — DQ), LB,
LRwein i SDap, ktore, badajac warunkowy rozkltad wyjatkéw VaR, spraw-
dzaly czy zastosowanie weryfikowanych modeli nie powoduje wystepowania
serii nastepujacych po sobie przekroczen. Analiza p-wartosci pokazala, ze
najbardziej skuteczne w eliminowaniu autokorelacji przekroczen VaR byty
modele z asymetria zmiennosci:  GJR-GARCH(1,1)-normal, GJR-
-GARCH (1,1)-t-Student i GJR-GARCH(1,1)-POT (tab. 4.3). W szcze-
gblnoéci model z rozkladem t-Studenta nie zostal odrzucony przez zaden
z rozwazanych testow.
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Tab. 4.2: P-wartosci w testach rozktadu bezwarunkowego prze-
kroczen VaR dla indeksu WIG20, 1.01.1995-31.06.2013

Model Ty Zwe LMye
HS 0,43 0,41 0,82
FHS 0,29 0,31 0,61
Normal 0,95 0,95 0,09
GARCH(1,1)-normal 0,94 0,95 0,11
GJR-GARCH (1,1)-normal 0,80 0,81 0,38
T-Student 0,54 0,56 0,88
GARCH(1,1)-t-Student 0,60 0,62 0,77
GJR-GARCH (1,1)-t-Student 0,27 0,28 0,56
POT 0,99 0,99 0,02*
GARCH(1,1)-POT 0,54 0,56 0,88
GJR-GARCH(1,1)-POT 0,57 0,59 0,82

Uwaga: Wyniki istotne na poziomie 5% oznaczono *.

Na podstawie statystyki wielowymiarowego testu LR, pozwalajacej na
bardziej szczegdtowa ocene modeli VaR, z jednoczesnym uwzglednieniem po-
ziomoéw tolerancji 1% i 5%, nie stwierdzono podstaw do odrzucenia modeli
GJR-GARCH (1,1)-normal i GJR-GARCH (1,1)-t-Student.

Tab. 4.3: P-wartosci w testach rozktadu warunkowego przekroczen VaR dla indeksu
WIG20, 1.01.1995-31.06.2013

Model DQ LB LRWEH, SDAD LRH

HS 0,00* 0,00* 0,00* 0,00* 0,00%*

FHS 0,00* 0,00* 0,03* 0,00* 0,00%*

Normal 0,00* 0,00* 0,00* 0,00* 0,00%*

GARCH(1,1)-normal 0,02* 0,01* 0,08 0,00* 0,00%*
GJR-GARCH(1,1)-normal 0,18 0,10 0,33 0,01%* 0,12

T-Student 0,00* 0,00* 0,00* 0,00* 0,00%*

GARCH (1, 1)-t-Student 0,02* 0,00* 0,04* 0,00* 0,00%*
GJR-GARCH(1,1)-t-Student 0,37 0,27 0,28 0,08 0,14

POT 0,00* 0,00* 0,00* 0,00* 0,00%*

GARCH(1,1)-POT 0,01* 0,00* 0,01* 0,00* 0,04*

GJR-GARCH(1,1)-POT 0,10 0,04% 0,20 0,00* 0,01%*

Uwaga: Wyniki istotne na poziomie 5% oznaczono *.

Kolejne zastosowane testy — Dap i LRp — pozwolity rozszerzy¢ analize
dotyczaca zgodnosci kwantyli rozktadu na ocene zgodnosci catych progno-
zowanych rozktadéw stopy zwrotu z rozkladami teoretycznymi (tab. 4.4).
Zgodno$¢ rozktadéw nie zostata odrzucona jedynie w przypadku modelu ho-
moskedastycznego z rozkladem t-Studenta, jednak przyjecie nieco wyzszego,
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8% poziomu istotnoscei skutkowalyby decyzja odwrotna. Uwzgledniajac do-
datkowo odrzucenie pozostatych modeli z rozktadem t-Studenta, wyniki ba-
dania sugerowaly raczej koniecznosé odrzucenia wszystkich rozwazanych mo-
deli w kontekécie prognozowania rozkltadu stopy zwrotu. Z drugiej strony
wskazania testu LRp, ktéry sprawdza zgodnosé rozktadéw jedynie poprzez
dwa pierwsze momenty, nie wskazaty podstaw do odrzucenia pozostatych mo-
deli z rozkladem t-Studenta oraz dwdch modeli heteroskedastycznych z roz-
ktadem normalnym, co pokazuje skutecznos¢ tych modeli w przewidywaniu
momentéw rozktadu stopy zwrotu.

Tab.4.4: P-wartosciw testach VaR zgodnoscirozktadow
dla indeksu WIG20, 1.01.1995-31.06.2013

Model Dap LRp

Normal 0,00*  0,00%*
GARCH(1,1)-normal 0,00* 0,35
GJR-GARCH (1,1)-normal 0,00* 0,34
T-Student 0,08 0,51
GARCH(1,1)-t-Student 0,02 0,48
GJR-GARCH(1,1)-t-Student 0,02% 0,48

Uwaga: Wyniki istotne na poziomie 5% oznaczono *.

Ostatnia zastosowana grupa testéw odnosita sie¢ do otrzymanych osza-
cowaii miary ES. Statystyka testu LBE® nakazala odrzucenie wszystkich
modeli, co pokazalo niezgodnos¢ prognozowanych ogonéw rozktadéw z odpo-
wiadajacymi im obszarami rozwazanych rozkltadéw teoretycznych (tab. 4.5).

Tab. 4.5: P-warto$ci w testach ES dlaindeksu WI1G20, 1.01.1995—

31.06.2013
Model LRES & U
Normal 0,00 0,00% 0,00%
GARCH(1,1)-normal 0,00*  0,00% 0,00*
GJR-GARCH(1,1)-normal 0,00 0,00 0,00*
T-Student 0,00  0,01* 0,13
GARCH (1,1)-t-Student 0,00+  0,01* 0,54
GJR-GARCH (1,1)-t-Student 0,00+ 1,00 0,07
POT 0,00% - 0,65
GARCH(1,1)-POT 0,00+ - 0,65
GJR-GARCH(1,1)-POT 0,00 - 0,86

Uwaga: Wyniki istotne na poziomie 5% oznaczono *.
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Wskazania statystyki S, sprawdzajacej hipoteze, ze rzeczywista wartosc
ES jest wigksza (co do wartosci bezwzglednej) od prognozowanej, uzasadnity
stosowanie rozktadu t-Studenta w szacowaniu ryzyka. P-warto$¢ na pozio-
mie 1 wskazata brak podstaw do odrzucenia modelu GJR-GARCH (1,1)-t-
Student. Wynik powyzszy potwierdzony zostal za pomoca testu bootstra-
powego U, réwniez sprawdzajacego hipoteze o wartosci ES. Na podstawie
testu U stwierdzono dodatkowo brak podstaw do odrzucenia innych modeli
z rozktadem t-Studenta oraz modeli wywodzacych sie z teorii wartoéci eks-
tremalnych: POT, GARCH (1,1)-POT i GJR-GARCH (1,1)-POT.

Podsumowujac wnioski plynace z zastosowania wszystkich grup wybra-
nych testow — najlepszym modelem oceniajacym ryzyko wynikajace ze zmian
wartoéci indeksu WIG20 okazal sie model GJR-GARCH (1,1)-t-Student,
ktéry jest modelem heteroskedastycznym z asymetrig zmiennosci, co ozna-
cza, ze opisuje on odmienne reakcje rynkowe na rosngce oraz spadajace stopy
zwrotu. Zgodnie z teorig ekonomii zjawisko asymetrii ma szczegdlne zna-
czenie w przypadku nowych rynkéw kapitatowych, lub rynkéw o stosun-
kowo niedtugiej tradycji. W Swietle przeprowadzonych testow, model G'J R-
GARCH (1,1)-t-Student byl w stanie dobrze szacowa¢ ryzyko zaréwno mie-
rzone miarg VaR jak i ES. Dzieki zastosowaniu tego modelu liczba przekro-
czen VaR byla zgodna z zatozonym poziomem tolerancji, przekroczenia te
nie wykazywaly tendencji do skupiania sie¢ w czasie a wielkos¢ straty w przy-
padku przekroczenia VaR (t.j. wielkos¢ ES) zostala poprawnie oszacowana.
W odniesieniu do miary ES, poza modelem GJR-GARCH (1,1)-t-Student,
dobrze ocenione zostaty testy POT oparte na teorii wartosci ekstremalnych.

4.2.2. Ocena modeli VaR 1 ES dla indeksu S& P500

Graficzna analiza ocen miar ryzyka VaR i ES otrzymanych dla indeksu
S&P500, podobnie jak dla indeksu WIG20, pokazata najmniejsza dynamike
oszacowan w przypadku modeli HS, normal, t-Student i POT, ktére nie
uwzgledniaty zmian wartoéci parametréw rozkladu stopy zwrotu w czasie
(rys. 4.12, 4.13, 4.14, 4.15). W szczegdlnosci uwidocznione to zostato na wy-
kresie obrazujacym oszacowania VaR i ES na podstawie modelu POT. Przy
wykorzystaniu tego modelu w czasie kryzysu finansowego 2007/2008 nasta-
pit skokowy wzrost otrzymanych oszacowan poziomu ryzyka, ktére nastepnie
utrzymywaly sie dtugi czas na podobnym poziomie. W przypadku zasto-
sowania modeli ze zmienna wariancja - GARCH(1,1) i GJR-GARCH (1,1)
z réznymi rozktadami oraz w potaczeniu z metods symulacji FHS — oszaco-
wania miar ryzyka charakteryzowaly sie szybkim wzrostem (co do wartosci
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bezwzglednej) w okresach wzmozonej zmiennosci rynkowej. Dzigki temu osza-
cowania ryzyka odzwierciedlily gwaltowne zmiany wartosci indeksu S&P500
zwigzane z kryzysem finansowym.

Ry Ry
0,10 0,10 ¢
0,05 0,05 |

0,00 0,00 |

-0,05 —0,05

2000 2005 2010 2000 2005 2010
(a) &S (b) rHS
— oszacowania VaR  —— oszacowania ES

Rys. 4.12: Oszacowania VaR i ES w modelach symulacji historycznej dla indeksu S&P500,
1.01.1995-31.06.2013

R; R; R;
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2000 2005 2010 2000 2005 2010 2000 2005 2010
(a) Normal (b) GARCH(1,1)-normal (¢) GIR-GARCH(1,1)-normal

— oszacowania VaR  —— oszacowania ES

Rys. 4.13: Oszacowania VaR i ES w modelach z rozkladem normalnym dla indeksu S&P500,
1.01.1995-31.06.2013
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Rys. 4.14: Oszacowania VaR i ES w modelach z rozktadem t-Studenta dla indeksu S&P500,
1.01.1995-31.06.2013
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Rys. 4.15: Oszacowania VaR i ES w modelach POT dla indeksu S&P500, 1.01.1995—
31.06.2013

Przeprowadzenie testow 11, Zye, LM, weryfikujacych zgodno$¢ udziatu
przekroczenn VaR z przyjetym poziomem 5%, dla indeksu S&P500 pokazato
odmienne wnioski niz dla indeksu WIG20 (tab. 4.6). Niemalze wszystkie
testy, na poziomie istotnosci 5% nakazaly odrzucenie modeli z rozkladem
t-Studenta, ze wzgledu na zbyt duzy udzial przekroczen VaR, podczas gdy
modele te byty uznane za dobre w Swietle testéw dla indeksu WIG20.

Tab. 4.6: P-wartosci w testach rozkladu bezwarunkowego prze-
kroczen VaR dla indeksu S&P500, 1.01.1995-31.06.2013

Model T: Ze LMy,

HS 0,52 0,50 1,00

FHS 0,18 0,19 0,38

Normal 0,06 0,06 0,13

GARCH(1,1)-normal 0,10 0,111 0,22
GJR-GARCH (1,1)-normal 0,00* 0,00* 0,01*
T-Student 0,00*  0,00* 0,00*
GARCH (1, 1)-t-Student 0,00*  0,00* 0,00%*
GJR-GARCH (1, 1)-t-Student 0,00*  0,00* 0,00*
POT 0,01* 0,01* 0,03*

GARCH(1,1)-POT 0,34 0,36 0,72

GJR-GARCH(1,1)-POT 0,51 0,53 0,94

Uwaga: Wyniki istotne na poziomie 5% oznaczono *.

Poréwnanie p-wartoéci w grupie testéw autokorelacji — DQ, LB, LRy e
i SDap — pokazalo, ze autokorelacje przekroczen VaR dla indeksu S&P500
wyeliminowano w przypadku wszystkich modeli heteroskedastycznej zmien-
nosci, wykorzystujacych proces GARCH: FHS, GARCH(1,1)-normal,
GJR-GARCH (1,1)-normal, GARCH (1,1)-t-Student, GJR-GARCH (1,1)-
-t-Student, GARCH(1,1)-POT i GJR-GARCH(1,1)-POT (tab. 4.7). Za-
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tem w przeciwienstwie do indeksu WIG20, w przypadku S&P500, w celu
prawidtowego szacowania VaR nie byto niezbedne stosowanie modeli z asy-
metrig zmiennosci.

Na podstawie statystyki wielowymiarowego testu LRy nie stwierdzono
podstaw do odrzucenia wymienionych wyzej modeli parametrycznych z he-
teroskedastyczna zmiennoscig. Potwierdzito to skutecznosé tych modeli za-
réwno w przypadku szacowania VaR na poziomie tolerancji 5% jak i na po-
ziomie tolerancji 1%.

Tab. 4.7: P-wartosci w testach rozktadu warunkowego przekroczen VaR dla indeksu
S&P500, 1.01.1995-31.06.2013

Model DQ LB  LRwes» SDap LRy

HS 0,00%  0,00% 0,00% 0,00¥  0,00%

FHS 0,05% 0,04* 0,94 0,04*  0,02%

Normal 0,00%  0,00%  0,00% 0,00%  0,04*
GARCH(1,1)-normal 0,02* 0,03* 0,93 0,20 0,98
GJR-GARCH(1,1)-normal 0,01* 0,15  0,04* 0,52 0,62

T-Student 0,00%  0,00%  0,00% 0,00%¥  0,00%
GARCH (1,1)-t-Student 0,01* 0,14 0,98 0,27 0,95
GJR-GARCH (1,1)-t-Student 0,00+ 0,09 0,07 0,12 0,67

POT 0,00%  0,00%  0,00% 0,00%¥  0,00%

GARCH(1,1)-POT 0,12 0,08 0,75 0,17 0,87
GJR-GARCH(1,1)-POT 0,38 025 0,11 0,36 0,94

Uwaga: Wyniki istotne na poziomie 5% oznaczono *.

Obydwa zastosowane testy zgodnosci — D ap i LRp —nakazaly odrzucenie
wszystkich rozwazanych modeli (tab. 4.8). Wyniki testéw zgodnosci $wiadcza
wiec o braku mozliwoéci prognozowania rozktadu stopy zwrotu za pomoca
zastosowanych modeli.

Tab.4.8: P-wartosciwtestach VaRzgodnoscirozktadéw
dla indeksu S&P500, 1.01.1995-31.06.2013

Model Dap LRsB

Normal 0,00*  0,00*
GARCH(1,1)-normal 0,00*  0,00*
GJR-GARCH/(1,1)-normal 0,00*  0,00%*
T-Student 0,00*  0,00*
GARCH(1,1)-t-Student 0,00% 0,01
GJR-GARCH(1,1)-t-Student 0,00% 0,00

Uwaga: Wyniki istotne na poziomie 5% oznaczono *.
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Ostatnia zastosowana grupa testow byly testy weryfikujace hipoteze do-
tyczaca otrzymanych oszacowann ES. Statystyka LBES, podobnie jak dla in-
deksu WIG20, nakazala odrzucenie wszystkich modeli (tab. 4.9). Pokazato
to niezgodnos¢ prognozowanych ogonéw rozkladow z przyjmowanymi roz-
ktadami teoretycznymi. Jedynym modelem dopuszczonym w $wietle wyni-
kéw dwoch testow S i U, sprawdzajacych hipoteze, ze rzeczywista wartosé
ES jest wigksza (co do wartosci bezwzglednej) od prognozowanej, byt model
GARCH (1,1)-t-Student. Wyniki testu bootstrapowego U dla modeli opar-
tych na teorii wartosci ekstremalnych pokazaty dodatkowo brak podstaw do
odrzucenia ktéregokolwiek z modeli POT.

Tab.4.9: P-wartosciw testach ES dlaindeksuS&P500,1.01.1995—

31.06.2013
Model LRES &8 U
Normal 0,00*  0,00* 0,00*
GARCH(1,1)-normal 0,00* 0,00* 0,00*
GJR-GARCH (1,1)-normal 0,00* 0,35 0,00%*
T-Student 0,00* 0,05% 0,58
GARCH (1,1)-t-Student 0,01* 0,00 0,06
GJR-GARCH(1,1)-t-Student 0,00+ 1,00 0,12
POT 0,00* - 0,08
GARCH(1,1)-POT 0,00% - 0,49
GJR-GARCH(1,1)-POT 0,00% - 0,33

Uwaga: Wyniki istotne na poziomie 5% oznaczono *.

Podsumowujac wyniki wszystkich testéw, dobrze ocenionymi modelami,
w odniesieniu do szacowania miary VaR, byly testy heteroskedastycznej zmien-
noéci, przy czym zastosowanie rozktadu t-Studenta w potaczeniu z tymi mo-
delami skutkowato przeszacowaniem liczby przekroczen VaR. Wniosek ten
pokazuje odmiennoé¢ rynkéw finansowych o réznej dtugosci funkcjonowania,
przejawiajaca sie tym, ze w przypadku rynku o krotszej tradycji szczegdlnie
zalecane jest stosowanie rozktadu t-Studenta — w celu uwzgledniania obserwa-
cji odstajacych — oraz modeli z asymetrig zmiennosci — w celu uwzgledniania
asymetrycznych reakcji inwestoréw w sytuacjach wzrostow i spadkéw. Nie
jest to konieczne by prawidtowo szacowaé ryzyko na rynku o dtuzszej trady-
cji. Z kolei w kontekscie prawidtowego szacowania wielkosci straty w przy-
padku przekroczenia VaR, t.j. prognozowania E.S, konsekwentnie najlepsze
sg modele oparte na teorii wartosci ekstremalnych.
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4.3. Wyniki badania empirycznego dla rynku
towarowego

4.3.1. Ocena modeli VaR i ES dla indeksu Gold Bullion
LBM

W empirycznym badaniu ryzyka przeprowadzonym na przyktadzie indeksu
Gold Bullion LBM, podobnie jak dla indekséow rynku kapitatowego, w pierw-
szym etapie przeprowadzono estymacje VaR i ES na podstawie modeli sy-
mulacji historycznej (rys. 4.16) a nastepnie na podstawie modeli parame-
trycznych z rozktadami normalnym (rys. 4.17) i t-Studenta (rys. 4.18) oraz
modelu POT wykorzystujacego teorie wartosci ekstremalnych (rys. 4.19).

0,10

(a) us (b) rHs
— oszacowania VaR  —— oszacowania ES

Rys.4.16: Oszacowania VaRi ES wmodelach symulacji historycznej dlaindeksu Gold Bullion
LBM, 1.01.1995-31.06.2013

Graficzna analiza otrzymanych oszacowan pokazala, ze dla indeksu ob-
razujacego ceny zlota otrzymano nizsze (co do wartosci bezwzglednej) oceny
ryzyka niz dla indeksow WIG20 i S&P500, pochodzacych z rynkéw kapita-
towych. Wyniki te odzwierciedlity stosunkowo niska przecigtna zmiennosé
indeksu Gold Bullion LBM, swiadczaca o mniejszym ryzyku inwestycji.

Mniejsza zmiennos¢ rozwazanego indeksu przetozyta sie na wolne zmiany
otrzymanych ocen ryzyka w czasie, zwlaszcza przy zastosowaniu modeli za-
ktadajacych statos¢ rozktadu stopy zwrotu. Oszacowania otrzymane na pod-
stawie modelu POT daty obraz w postaci krzywej o bardzo niewielkiej zmien-
nosci. Dla rynku ztota, podobnie jak dla rozwazanych wczesniej indekséw
rynku kapitatowego, potwierdzona zostata zwigkszona dynamika oszacowan
miar VaR i ES otrzymana dzigki zastosowaniu modeli heteroskedastycznych
GARCH(1,1) i GJR-GARCH (1,1).
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Rys. 4.17: Oszacowania VaR i ES w modelach z rozkladem normalnym dla indeksu Gold

Bullion LBM, 1.01.1995-31.06.2013
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Rys. 4.18: Oszacowania VaR i ES w modelach z rozktadem t-Studenta dla indeksu Gold
Bullion LBM, 1.01.1995-31.06.2013
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Rys.4.19: Oszacowania VaRi ES wmodelach POT dlaindeksu Gold Bullion LBM,1.01.1995—
31.06.2013

Wyniki oceny modeli VaR i ES za pomoca testow statystycznych 77,
Zye 1 LMy, sprawdzajacych udziat przekroczen VaR, nakazaly odrzucenie
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modeli parametrycznych, ktére nie uwzgledniajg zmiennosci wariancji roz-
ktadu stopy zwrotu w czasie (tab. 4.10). Odrzucono zaréwno modele z roz-
ktadem normalnym, t-Studenta jak i homoskedastyczne modele POT. Wy-
niki badania pokazaly zatem, ze w celu prawidtowego szacowania VaR ko-
nieczne byto uwzglednienie warunkowej heteroskedastycznosci rozktadu stopy
zwrotu. Dodatkowo wskazania wszystkich statystyk testowych, badajacych
udzial przekroczen VaR, wskazaly na konieczno$é odrzucenia modelu GJ R-
GARCH (1,1)-t-Student, typowego dla danych pochodzacych z rynkéw kapi-
talowych.

Tab. 4.10: P-wartosci w testach rozktadu bezwarunkowego
przekroczen VaR dla indeksu Gold Bullion LBM, 1.01.1995—

31.06.2013

Model Ty Zne LM,

HS 0,93 0,93 0,15

FHS 0,40 0,41 0,83
Normal 0,01* 0,01* 0,02*

GARCH(1,1)-normal 0,40 0,41 0,83

GJR-GARCH (1,1)-normal 0,27 0,28 0,56
T-Student 0,00+  0,00% 0,00%

GARCH(1,1)-t-Student 0,32 0,33 0,66
GJR-GARCH (1,1)-t-Student 0,00*  0,00% 0,00%
POT 0,00+ 0,00% 0,00%

GARCH(1,1)-POT 0,51 0,53 0,94

GJR-GARCH(1,1)-POT 042 044 0,89

Uwaga: Wyniki istotne na poziomie 5% oznaczono *.

W przypadku indeksu Gold Bullion LBM ocena p-wartosci w testach auto-
korelacji, odnoszacych si¢ do warunkowego rozktadu wyjatkéow VaR, byta dla
wiekszo$ci modeli zgodna z wskazaniami, oméwionych wyzej, testow udziatu
przekroczen (tab. 4.11). Na podstawie wszystkich testéw autokorelacji od-
rzucono modele homoskedastyczne z rozktadami normalnym i t-Studenta oraz
homoskedastyczne modele POT, natomiast modele heteroskedastyczne pra-
widtowo ocenialy VaR, w tym sensie, ze przekroczenia VaR nie wykazywaly
tendencji do grupowania sie w czasie.

Na podstawie statystyki wielowymiarowego testu LRy, uwzgledniajacej
jednoczesnie oszacowania VaR na poziomie tolerancji 1% i 5%, odrzucono
wymienione wyzej modele homoskedastyczne oraz dodatkowo model GJ R-

GARCH (1,1)-normal.

Podobnie jak w przypadku poprzednich indekséw, obydwa zastosowane
testy zgodnosci Dap i LRp, pokazaly niezgodnos¢ prognozowanego rozktadu
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Tab. 4.11: P-wartosci w testach rozktadu warunkowego przekroczerr VaR dla indeksu
Gold Bullion LBM, 1.01.1995-31.06.2013

Model DQ LB  LRwew SDap LRy
HS 0,00 0,00%+ 0,01* 0,00  0,02*
FHS 0,75 0,66  0,00% 0,19 0,09
Normal 0,00% 0,00% 0,02* 0,03 0,13
GARCH(1,1)-normal 0,95 0,90 0,01* 0,89 0,99
GJR-GARCH(1,1)-normal 062 056 0,56 0,12 0,03*
T-Student 0,00%  0,00% 0,00% 0,00  0,00%
GARCH (1,1)-t-Student 0,90 0,85  0,00% 0,50 0,60
GJR-GARCH (1,1)-t-Student 0,03 051 0,52 0,57 091
POT 0,00%  0,00%¥ 0,00% 0,00  0,02*
GARCH(1,1)-POT 0,90 082  0,01* 0,90 0,90
GJR-GARCH(1,1)-POT 031 022 097 0,05% 0,27

Uwaga: Wyniki istotne na poziomie 5% oznaczono *.

stopy zwrotu z rozwazanymi rozktadami teoretycznymi (tab. 4.12). Jedynym
wyjatkiem byto wskazanie statystyki testu LRp dla modelu homoskedastycz-
nego z rozktadem t-Studenta, jednak niska p-wartosé oraz wskazania drugiego
testu zgodnoéci, sugerowaly ostroznosé przy akceptacji tego modelu w kon-
tekscie prognozowania stopy zwrotu.

Tab. 4.12: P-wartosci w testach VaR zgodnosci roz-
ktadéw dla indeksu Gold Bullion LBM, 1.01.1995—

31.06.2013

Model Dap LRp
Normal 0,00*  0,00*
GARCH(1,1)-normal 0,00*  0,00*
GJR-GARCH((1,1)-normal 0,00*  0,00%*

T-Student 0,00* 0,11
GARCH (1, 1)-t-Student 0,00% 0,00
GJR-GARCH(1,1)-t-Student 0,00%  0,00*

Uwaga: Wyniki istotne na poziomie 5% oznaczono *.

Analizujac wyniki testéw ES dla indeksu Gold Bullion LBM, tak samo jak
dla obydwdéch indekséw rynku kapitatowego, na podstawie statystyki LBES
odrzucono wszystkie modele, co pokazato niezgodnos¢ prognozowanych ogo-
néw rozktadéw z rozwazanymi rozkladami teoretycznymi (tab. 4.13).

Wskazania dwdch statystyk S i U, sprawdzajacych hipoteze, ze rzeczywi-
sta wartosé ES jest wieksza (co do wartosci bezwzglednej) od prognozowanej,
uzasadnity stosowanie modeli z rozktadem t-Studenta. Ponadto wyniki te-
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stu U pokazaly brak podstaw do odrzucenia modeli POT wywodzacych si¢
z teorii wartosci ekstremalnych.

Tab.4.13: P-wartoéciwtestach ES dlaindeksu Gold Bullion LBM,
1.01.1995-31.06.2013

Model LRES s U
Normal 0,00*  0,00* 0,00*
GARCH(1,1)-normal 0,00*  0,00* 0,00*
GJR-GARCH (1,1)-normal 0,00* 0,00* 0,00*
T-Student 0,00  0,02% 0,92
GARCH(1,1)-t-Student 0,02  0,04% 0,65
GJR-GARCH (1,1)-t-Student 0,00* 0,86 0,53
POT 0,00 0,11
GARCH(1,1)-POT 0,00% 0,50
GJR-GARCH(1,1)-POT 0,00 - 0,45

Uwaga: Wyniki istotne na poziomie 5% oznaczono *.

Podsumowujac wyniki testéw dla indeksu Gold Bullion LBM, w odnie-
sieniu do szacowania wartosci VaR dobrymi modelami byly wszystkie mo-
dele heteroskedastyczne — uwzgledniajace zmiennosé rozktadu stopy zwrotu
w czasie. W kontek$cie szacowania ES potwierdzona zostata przewaga modeli
opartych na teorii wartosci ekstremalnych oraz modelu GJR-GARCH (1,1)-
t-Student, jednak ten ostatni model przeszacowywat udziat przekroczen VaR.

4.3.2. Ocena modeli VaR i ES dla indeksu S&P GSCI Wheat

Oceny miar ryzyka VaR i ES otrzymane dla indeksu S&P GSCI Wheat
charakteryzowaly sie wyzszym poziomem (co do wartosci bezwzglednej) niz
dla innych rozwazanych indeksow, co odzwierciedlato duzg zmienno$¢ cen na
rynku pszenicy (rys. 4.20 —4.23). W szczegdlnosci byty one znacznie wigksze
niz dla indeksu cen zlota, réwniez pochodzgcego z rynku towarowego.

Ry Ry
0,10 0,10

0,05 0,05

0,00

-0,05 il

2000 2005 2010
(a) ms (b) rHS
— oszacowania VaR  —— oszacowania ES

Rys. 4.20: Oszacowania VaR i ES w modelach symulacji historycznej dla indeksu S&P GSCI
Wheat, 1.01.1995-31.06.2013
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Analiza graficzna, podobnie jak dla pozostalych rozwazanych indekséw,
pokazata najmniejsza dynamike oszacowan w przypadku modeli HS, normal,
t-Student i POT, ktére nie uwzgledniaty zmian rozktadu stopy zwrotu w cza-
sie.

R;
0,10

0,05
0,00

-0,05

2000 2005 2010 2000 2005 2010 2000 2005 2010
(a) Norma (b) GARCH(1,1)-normal (¢) GIR-GARCH(1,1)-normal
— oszacowania VaR  —— oszacowania ES

Rys. 4.21: Oszacowania VaR i ES w modelach z rozkladem normalnym dla indeksu S&P
GSCI Wheat, 1.01.1995-31.06.2013
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(a) T-Student (b) GARCH(1,1)-t-Student (¢) GJIR-GARCH(1,1)-t-Student
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Rys. 4.22: Oszacowania VaR 1 ES w modelach z rozktadem t-Studenta dlaindeksu S&P GSCI
Wheat, 1.01.1995-31.06.2013

t t
2000 2005 2010 2000 2005 2010 2000 2005 2010
(a) por (b) GARcH(1,1)-POT (¢) GJR-GARCH(1,1)-POT
— oszacowania VaR  — oszacowania ES

Rys. 4.23: Oszacowania VaRi ES wmodelach POT dlaindeksu S&P GSCI Wheat, 1.01.1995—
31.06.2013
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W ostatnim kroku badania empirycznego wykorzystano wybrane staty-
styki testowe do przeprowadzenia oceny modeli VaR i ES dla indeksu S&P
GSCI Wheat. W przypadku wszystkich rozwazanych modeli, kazda z za-
stosowanych statystyk testowych, badajacych udziat przekroczen VaR — T,
Zue 1 LM, — wskazata na brak podstaw do odrzucenia modelu (tab. 4.14).
Wyniki badania pokazaly zatem, ze zaréwno modele homoskedastyczne jak
i heteroskedastyczne byty skuteczne w kontekscie zgodnosci udziatu przekro-
czen z zalozonym poziomem tolerancji. Wniosek powyzszy byl niezalezny od
wyboru rozktadu przyjetego w modelach parametrycznych.

Tab. 4.14: P-wartosci w testach rozktadu bezwarunkowego prze-
kroczen VaR dlaindeksu S&P GSCI Wheat, 1.01.1995-31.06.2013

Model T Zue LMy,
HS 0,80 0,79 0,42
FHS 054 056 0,88
Normal 0,91 0,92 0,16
GARCH(1,1)-normal 0,98 0,98 0,03*
GJR-GARCH (1,1)-normal 0,97 0,97 0,06
T-Student 0,76 0,77 0,46
GARCH (1, 1)-t-Student 0,87 0,88 0,24
GJR-GARCH(1,1)-t-Student 0,80 081 0,38
POT 0,03* 0,03* 0,06
GARCH(1,1)-POT 0,65 0,67 0,66
GJR-GARCH(1,1)-POT 048 050 1,00

Uwaga: Wyniki istotne na poziomie 5% oznaczono *.

Zgodnie z analizg p-wartosci w testach autokorelacji — DQ, LB, LRy
i SDp — wérod rozwazanych modeli wiekszosé okazata sie skuteczna w elimi-
nowaniu autokorelacji przekroczen VaR dla indeksu S&P GSCI Wheat (tab.
4.15). Jedynym modelem odrzuconym przez wszystkie statystyki testowe
z tej grupy byl homoskedastyczny model POT, ktory charakteryzowat sig
najmniejszg dynamikg dostosowania ocen ryzyka do zmiennosci stopy zwrotu.

Dzigki zastosowaniu wielowymiarowego testu LRy, weryfikujacego mo-
dele VaR jednoczesénie dla dwdch pozioméw tolerancji, uzyskano dodatkowy
wniosek o koniecznosci odrzucenia modeli nie uwzgledniajacych zmiennosci
rozkladu stopy zwrotu w czasie. Odrzucono modele HS oraz modele para-
metryczne z rozkladem normalnym i t-Studenta. Ponadto spo$réd modeli
heteroskedastycznych odrzucono GARCH(1,1)-POT.

Zgodnos¢ prognozowanych rozktadéw stép zwrotu z rozktadem rzeczywi-
stym zostata potwierdzona, na podstawie obydwdch zastosowanych testéw
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Tab. 4.15: P-wartosci w testach rozktadu warunkowego przekroczenn VaR dla indeksu
S&P GSCI Wheat, 1.01.1995-31.06.2013

Model DQ LB  LRwew SDap LRy

HS 0,17 0,16 0,47 0,13  0,01*
FHS 0,75 0,64 0,15 0,70 0,98

Normal 0,33 0,35 0,70 0,63  0,05*
GARCH(1,1)-normal 032 0,71 041 0,71 0,97
GJR-GARCH(1,1)-normal 048 081 0,84 0,72 0,67

T-Student 024 0,17 0,57 0,42  0,00*
GARCH (1,1)-t-Student 0,72 0,77 0,56 0,73 0,73
GJR-GARCH (1,1)-t-Student 0,83 0,82 0,87 0,74 043

POT 0,00% 0,00+ 0,01* 0,00  0,00%

GARCH(1,1)-POT 0,75 0,64 0,74 0,22  0,00%
GJR-GARCH(1,1)-POT 0,58 0,46 0,96 0,17 0,20

Uwaga: Wyniki istotne na poziomie 5% oznaczono *.

zgodnosci Dap i LRp w przypadku modeli z rozktadem t-Studenta (tab.
4.16). Na podstawie testu LRp, w ktorym weryfikacja zgodnosci przepro-
wadzana jest z wykorzystaniem jedynie dwoch pierwszych momentéw, nie
stwierdzono réwniez podstaw do odrzucenia modeli z rozktadem normalnym.

Tab. 4.16: P-wartosci w testach VaR zgodnodci roz-
kladéw dla indeksu S&P GSCI Wheat, 1.01.1995-

31.06.2013
Model Dap LRp
Normal 0,00* 0,84
GARCH(1,1)-normal 0,00* 0,78
GJR-GARCH (1,1)-normal 0,00* 0,92
T-Student 0,17 0,84
GARCH(1,1)-t-Student 0,11 0,80
GJR-GARCH(1,1)-t-Student 0,14 0,90

Uwaga: Wyniki istotne na poziomie 5% oznaczono *.

Ocena modeli ES, przeprowadzona na podstawie statystyki testu LBES
nakazala odrzucenie wszystkich modeli poza modelami z rozktadem t-
-Studenta (tab. 4.17). Indeks S&P GSCI Wheat byt jedynym rozwazanym
indeksem, dla ktérego test LBE dopuscit zgodnosé rozktadu ogona z jednym
z przyjetych rozkltadéw teoretycznych.

Analizujac wskazania statystyk S i U, sprawdzajacych hipoteze, ze rze-
czywista warto$¢ ES jest wieksza (co do wartosci bezwzglednej) od progno-
zowanej, stwierdzono, ze dobre oszacowania wielkosci straty w sytuacjach
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ekstremalnych otrzymywano na podstawie modeli z warunkows heteroskeda-
stycznoscig z rozktadem t-Studenta lub heteroskedastycznych modeli POT.

Tab.4.17: P-wartosciw testach ES dlaindeksu S&P GSCI Wheat,
1.01.1995-31.06.2013

Model LRES & U

Normal 0,00*  0,00* 0,15
GARCH(1,1)-normal 0,00*  0,00* 0,01*
GJR-GARCH (1,1)-normal 0,00* 0,01* 0,01%*

T-Student 0,65 0,43 0,06

GARCH(1,1)-t-Student 029 095 042

GJR-GARCH(1,1)-t-Student 022 0,99 051
POT 0,00* - 0,01%*

GARCH(1,1)-POT 0,00 0,45

GJR-GARCH(1,1)-POT 0,00 - 0,27

Uwaga: Wyniki istotne na poziomie 5% oznaczono *.

Podsumowujac, testy oceniajgce otrzymane oszacowania miar ryzyka dla
indeksu S&P GSCI Wheat dopuscilty mozliwoséé zastosowania najszerszej klasy
modeli. Jedynym modelem odrzuconym przez wigkszo$¢ testéw odnoszacych
sie do wartoéci miary VaR byt homoskedastyczny model POT. Indeks S&P
GSCI Wheat byt jedynym z rozwazanych indekséw, dla ktérego stwierdzono
zgodnos¢ prognozowanego rozktadu stopy zwrotu z jednym z rozktadéw teo-
retycznych i byt to rozktad t-Studenta. W kontekscie szacowania ES dopusz-
czono zaréwno heteroskedastyczne modele wywodzace sie z teorii wartosci
ekstremalnych jak i heteroskedastyczne modele z rozkladem t-Studenta.






Podsumowanie

Praca po$wiecona zostala statystycznej ocenie modeli ryzyka rynkowego. Na-
wigzujac do aktualnych kierunkéw badan, skupiono sie na weryfikacji hipo-
tez zwigzanych z modelami zagrozenia VaR i ES. Jako podstawa badania
okredlone zostaly ekonomiczne kryteria oceny modeli ryzyka. Kryteria te
zostaty sformutowane jako hipotezy statystyczne, stanowigce punkt wyjscia
do konstrukeji testow. Przedstawiono istniejace w literaturze propozycje te-
stéw, wskazano mozliwe modyfikacje oraz zaproponowano rozszerzenie ana-
lizy modeli opartych na miarach VaR i ES z wykorzystaniem nowych testow.
Uwzgledniajac najnowsze zalecenia miedzynarodowego nadzoru bankowego
(tzw. Basel III) analize testéw VaR uzupelniono propozycja testu wielowy-
miarowego, co pozwolito na jednoczesng weryfikacje modelu dla wielu pozio-
mow tolerancji z zachowaniem kontroli btedu pierwszego rodzaju.

Kluczowsg czescig pracy byto przeprowadzenie badania rozmiaru i mocy
testéw stosowanych w ocenie modeli ryzyka rynkowego. Badanie oparto na
obszernym eksperymencie symulacyjnym, ktéry zostat zaprojektowany w taki
sposob, by zapewnié reprezentacje zjawiska gromadzenia zmiennosci, uzna-
wanego za gtéwny problem zwiazany z kontrolg ryzyka rynkowego. Poza
procesem GARCH, typowym dla danych finansowych, wykorzystano w nim
procesy BGAR, BGMA i proces Markowa. Praca stanowi zatem rozwinie-
cie dotychczasowych analiz mocy testow VaR i ES, obejmujace szersza klase
procesOw ekonomicznych.

Wyniki uzyskane na podstawie przeprowadzonych badan pozwolity wyto-
ni¢ testy statystyczne gwarantujace najwyzszy stopien kontroli nad bledem
pierwszego rodzaju oraz jednoczesnie charakteryzujace sie najwyzsza skutecz-
noscia wykrywania blednych modeli ryzyka. Ponadto wskazano przypadki,
w ktorych, dzieki pewnym modyfikacjom mozna uzyskaé dokladniejsze za-
chowanie rozmiaru lub poprawe mocy.
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Przeprowadzone poréwnanie rozmiaru i mocy testéw VaR i ES, w szcze-
gblnosci zaproponowanych modyfikacji, pozwolitlo na wybor testéow, ktore
zastosowano nastepnie w badaniu empirycznym. W oparciu o rzeczywiste
szeregi czasowe, pochodzace z rynku finansowego i towarowego, przedsta-
wiono przyktad zastosowania wybranych metod statystycznych do oceny kon-
kurencyjnych modeli ryzyka. Przeprowadzono obszerng procedure testows,
ktéra podkreslita miedzy innymi specyfike polskiego rynku kapitatowego, po-
legajaca na silnie asymetrycznych zachowaniach inwestoréw, oraz wykazata
potrzebe stosowania odmiennych metod analizy ryzyka dla rynkéw o réznej
tradycji gietdowej, w szczegdlnosci rynku polskiego oraz amerykanskiego.

Wyniki uzyskane w pracy moga znalez¢ zastosowanie w praktyce gospo-
darczej. Wybér odpowiednich modeli ryzyka oraz ich wtasciwa ocena ma
wartos¢ praktyczng dla przedsiebiorstw operujacych na rynkach finansowych
lub towarowych. Przedstawione badania i ich wyniki moga by¢ réwniez wyko-
rzystane przez organy krajowe i miedzynarodowe sprawujgce nadzér nad sys-
tem finansowym, w tym systemem bankowym, do opracowania wytycznych
dotyczacych weryfikacji modeli ryzyka w instytucjach finansowych. Z punktu
widzenia praktyki gospodarczej, przedstawiona analiza poréwnawcza umoz-
liwia przedsigbiorstwom wprowadzenie, uzasadnionych na gruncie teorii sta-
tystyki, naukowych metod oceny wewnetrznych systeméw zarzgdzania ryzy-
kiem. W szczegdlnosci analiza eksperymentéw symulacyjnych uwzglednia-
jacych rozne struktury autokorelacji moze byé¢ pomocna w wyborze modelu
odpowiedniego dla proceséw ekonomicznych generujacych ryzyko przy okre-
Slonym rodzaju dziatalnosci gospodarczej. Czesé empiryczna niniejszej pracy
moze stanowi¢ réwniez wskazanie dotyczace wyboru modeli ryzyka dla po-
szczegblnych rynkéw finansowych i towarowych.

7, do$wiadczen uzyskanych na podstawie analiz prezentowanych w pracy
wynika, ze rozwazane problemy badawcze wymagaja kontynuacji. W szcze-
gblnosci na uwage zashiguje testowanie modeli opartych na mierze ES i na-
stepujace zagadnienia z tym zwigzane:

e budowa parametrycznych testéw FES, w szczegdlnosci konstrukcja testu
opartego na technice punktu siodtowego z wykorzystaniem funkcji gene-
rujacych momenty dla rozktadéw innych niz rozktad normalny,

e konstrukcja wielowymiarowych testéw FES, pozwalajacych ocenia¢ modele
oparte na tej mierze z jednoczesnym uwzglednieniem wielu pozioméw to-
lerancji.
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